METODE NUMERICE
Curs + Aplicatii

1. METODE NUMERICE DE REZOLVARE A ECUATIILOR ALGEBRICE

In practica inginereasca se intdlnesc adeseori situatii in care este necesard rezolvarea
unor ecuatii algebrice polinomiale sau transcendente cu o singura variabila, ale caror solutii
nu se pot obtine pe cale analitica, prin metodele cunoscute in algebra. Pentru rezolvarea
unor asemenea ecuatii se folosesc metode numerice de calcul aproximativ care permit
calculul radacinilor cu o precizie suficientd unui calcul ingineresc obisnuit.

Fie o ecuatie algebrica de forma f (x) = 0. Conditia necesara si suficienta pentru ca
acesta sa aiba o singura solutie in intervalul [a, b] este ca functia f (x) sa fie continua, strict
monotona si s prezinte o schimbare de semn pe intervalul [a, b], deci f(X) trebuie sa
indeplineasca conditiile:

1. f:[a, b]— R sa fie o functie Rolle, continua si derivabila in intervalul [a, b] cu

f'(x) >0 sau f'(x) <0;

2.f(@xf(h)<0ef(@<0, f(b)>0sauf(a)>0, f(b)<O0;

Cele mai utilizate metode numerice aproximative pentru determinarea solutiilor unei
ecuatii algebrice sunt:

1. metoda injumatatirii intervalului (bisectiei),

2. metoda coardei (secantei);

3. metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton (Newton- Raphson);

4. metoda tangentelor de ordinul Il a lui Newton;

5. metoda iterativa pentru ecuatii de forma x=g(x).

Un caz particular de aplicare a metodelor lui Newton 1l constituie extragerea radacinii
de ordinul k dintr-un numar pozitiv N .

1.1. Metoda injumatitirii intervalului (bisectiei)

Este cea mai simpld si intuitivda metodd numericd pentru determinarea radacinii unei
ecuatii algebrice de forma f (x) = 0, radacina afla in intervalul (a,b).
Conditiile necesare pentru a putea aplica aceastd metoda sunt:
1-f(x) sa fie o functie continua, derivabila si strict monotona in intervalul [a, b];
2-functia sa prezinte o variatie de semn in intervalul [a, b], adica f (a) x f (b) <0 (1.1)
Metoda se bazeaza pe urmatorul algoritm:
1. se calculeaza valorile functiei f(x) in trei puncte: la capetele intervalului a, b si la mijlocul
distantei: ¢ = (a + b) / 2 si se verifica semnele;
2. se calculeaza din nou valorile functiei f(X) pentru subintervalul pentru care functia
prezintd variatie de semn in trei puncte: la capetele intervalului respectiv la mijlocul
distantei;



3. se repeta algoritmul pana cand se obtine o lungime pentru ultimul subinterval mai mica
decat eroarea ceruta pentru calculul radacinii: € = Xp+1 - X

Sunt posibile urmatoarele patru cazuri prezentate in tabelul 1.1:

Tabelul 1.1
ba: fra) fic) fib) Raddcina &
1 - + + Sefa,c)

2 - - + Ee(c,b)
3 + - Ee(c,b)
4 + - - Fefa,c)

In figura 1.1 este prezentat graficul unei functii ce corespunde cazului 1 si apoi cazului 2
prezentate in tabelul 1.1.
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Aplicatia 1.1

Folosind metoda bisectiei sa se afle radacina ecuatiei algebrice transcendente:

In x +3x* — 4x -1 = 0, cu o eroare e<10™ (cu cinci zecimale exacte), stiind ci aceastd
radacina se afla in intervalul [1, 2].

Rezolvare: Pentru determinarea solutiei ecuatiei date se aplica algoritmul prezentat mai sus
obtinandu-se valorile din tabelul 1.2.

y=t(x)




Tabelul 1.2

n @, Ty b, fia) fle fib) Erparea s
1 1 1.5 2 -2 0155465 3,693 1

2 1 125 1.5 -2 -1.089 0155465 025

3 1,25 1,375 1.5 -1,089 -0.50967 | 0155465 0,125

4 1,375 14375 1.5 -0.50967 -0, 1878 | 0,155465 0,0625

3 1.4375 1. 46875 1.5 -0,1878 -0,0189 | 0155465 | 003125
6 1.46875 1. 484375 1.5 -0,0189 0.0676 0.155465 | 0,015625
7 146875 |14765625| 1,484375 -0,0189 |0,0241772| 00676 |0.0078125
3 1.46875 1. 472656 | 1476562 -0,0189 0,002592 | 0024177 0,0039
9 1.46875 1470703 | 1472656 | -0.0189 -0,00817 | 0.002592 0,0019
10 | 1470703 | 1471680 | 1472656 | -0,008169 | -0,00279 [ 0,002592 | -0,00097
11 | 1.471680 | 1472168 | 1.472656 | -0,00279 -0,0001 0.002592 | -0,00098
12 | 1472168 | 1472412 | 1472656 -0,0001 0.0012 0.002592 | 0,000244
13 | 1472168 | 1472290 | 1472412 -0,0001 0.0005 0,0012 0,00012
14 | 1472168 | 1472229 | 1472290 -0.0001 0.0002 0.0005 0.00006
15| 1472168 | 1472198 | 1472229 | -0.0001 0.00007 0.,0002 0.00003
16 | 1472168 | 1472183 | 1472198 -0,0001 -0,00001 0.00007 | 0000015

Metoda bisectiei este slab convergenta. Solutia aproximativa a ecuatiei este

£=1,472183 calculata cu o eroare € < 10 dupa saisprezece pasi.

1.2. Metoda coardei (secantei)

Se considera o functie f(X) continua si derivabila pe intervalul [a, b] astfel incat isi modifica
semnul, adica este indeplinita conditia f (a)x f (b) < 0 . Fara a limita generalitatea metodei
presupunem ca ecuatia f(x)=0 are o singura radacina & € (a,b) ca in figura 1.2 (cu f(a)<O0 si
f(b)>0).

r

v v=fix)

x=b

J
o
v

A



In prima faza, se poate aproxima radicina ecuatiei f(x)=0 cu puncul de intersectie cu axa Ox
a dreptei care trece prin punctele A(a, f(a)) si B(b, f(b)) de ecuatie:

v—fla) _X-a _a}fr’bjl—ff’a)
fib)—ffa) b-a b—a

Punctul de intersectie al dreptei cu axa Ox se obtine introducand conditia y=0 in ecuatia
(1.3). Se obtine:

& y-fla)=(x (13,

b-a
fib)—fia)

Din figura 1.3 rezulta ca noul subinterval al radacinii £ este (a, X;) deoarece
f(a)xf(xy)<0 In continuare algoritmul se repeta.

Presupunem ca ultimul subinterval pentru care functia isi modificd semnul este (Xn.1,
Xn), adica este indeplinita conditia: f (Xp-1 ) Xf (X, ) <0 (1.5)

Tinand seama de relatia (1.4) se poate scrie urmatoarea relatie de recurenta a metodei
coardei sau secantei:

(1.4)

xy=a-—f(a)

|

f'!{ln "l_frf X1 )

(1.6)

Tl =Xy _-f'!(ln )

Aplicatia 1.2
Folosind metoda coardei si se determine radicina ecuatiei algebrice: In X + 32— 4x 1= 0, cu
o eroare € < 10 (cu cinci zecimale exacte) stiind ca se afla in intervalul [1, 2].
Rezolvare
Pentru calculul solutiei ecuatiei se aplica relatia de recurenta (1.6) care conduce la obtinerea
valorilor din tabelul 1.3.
- Tabelul 1.3

Pas Xt Xy Xy S, ) Jixg.p) Jix,) Eroarea &
1 1.000000 | 1.351300 2 -2.000000 | -0.626100 | 3.693147

2 1.351300 | 1.445332 2 -0.626100 | -0.146033 | 3.693147 | 0,09432
3 1.445332 | 1.466431 2 -0.146033 | -0.031635 | 3.693147 | 0,021099
4 1466431 | 1.470962 2 -0.031635 | -0.006742 | 3.693147 | 0.004531
5 1.470962 | 1.471926 2 -0.006742 | -0.001432 | 3.693147 | 0,000964
3] 1471926 | 1.472131 2 -0.001432 | -0.000304 | 3.693147 | 0,000205
7 1472131 | 1472174 2 -0.000304 | -0.000064 | 3.693147 | 0,000043
8 1472174 | 1472184 2 -0.000064 | -0.000014 | 3.693147 | 0,000010
9 1472184 | 1472186 2 -0.000014 |-0.0000007 | 3.693147 | 0,000002
10 | 1472186 | 1472188 2 | -0.0000007 | 000001 3.693147 | 0,000002

Metoda coardei este slab convergenta.
& = 10” in zece pasi este: £=1,472184.

Solutia aproximativa a ecuatiei calculata cu o eroare




1.3. Metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton (Newton-Raphson)

Metoda tangentelor de ordinul | a lui Newton este 0 metoda ce permite calculul
aproximativ al solutiei unei ecuatii algebrice f(X)=0 cu ajutorul tangentei la graficul functiei
f(x) in punctul Xx,.

Se considera functia f(X) care indeplineste urmatoarcle conditii: este continua si
derivabila pe intervalul [a, b], isi schimba semnul: f () x f (b) < 0, este strict monotona
(f’(x) >0 sau f”(x) <0) si graficul ei nu admite nici un punct de inflexiune pe intervalul
poate aplica metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton.

Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) in jurul punctului x=a se obtine:

) ) bl - 3
£(x)= £la)+ X292 foa)+ =L f"&:h%f"[ah (1.7)

1! 2! 3
Retinand doar primii doi termeni ai acestei dezvoltari, se obtine ecuatia unei drepte care
reprezinta tangenta la graficul functiei in punctul A, asa cum rezulta si din figura 1.3:
y1=f(@+(x-a)f'@a) (1.8)
Daca 1n ecuatia (1.8) se pune conditia y1=0 , se obtine punctul de intersectie al tangentei
cu axa Ox:

I f[ﬂ ) (19)
Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(X) in jurul punctului X=b si retinerea

primilor doi termeni se obtine tangenta la graficul lui f(X) in punctul B, care intersecteaza
axa Ox in piunctul X, (fig. 1.3):

(20)

Fig.1.3

Tinand seama de relatiile (1.9) si (1.10) rezulta formula de recurenta a metodei
tangentelor de ordinul I a lui Newton (Newton-Raphson):

(1.11)

Il =Xp —



Observatii

1. Alegera punctului de start pentru aplicarea metodei tangentelor este importantd intrucat
solutiile corespunzatoare celor n iteratii trebuie sa fie convergente catre solutia exacta, adica
in interiorul intervalului (&, b). Se observa din figura 1.3 ca valorile X; X2 ,... corespunzatoare
punctului de start x=b se afla in interiorul intervalului in timp ce prima valoare x’;
corespunzatoare punctului de start Xx=a se afla in afara lui.

2. Daca prima derivata a functiei se anuleaza in interiorul intervalului (a,b), (sau nu este
strict pozitivd sau negativd) metoda nu este convergentd asa cum se poate observa in
exemplul din figura 1.4.
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Fig 1.4

3. In cazul in care a doua derivata a functiei se anuleaza in interiorul intervalului (a, b), graficul
functiei admite un punct de inflexiune in interiorul intervalului (a, b) si metoda nu este convergenta
asa cum se poate observa in exemplul din figura 1.5.




Aplicatia 1.3

Folosind metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton sa se determine radacina ecuatiei
algebrice: In x + 3x* — 4x -1 = 0, cu o eroare ¢<10™ (cu sase zecimale, ultima fiind
rotunjitd) stiind ca se afla in intervalul [1, 2].

Rezolvare

Notand f (x ) = In x + 3x*— 4x —1 , atunci derivatele lui f(x) sunt:

f'r’x}=l+ﬁl—4 si f''(x)=— lﬁ +6 (1.12)
x x°

Se observa ca in intervalul [ 1, 2] sunt indeplinite conditiile cerute:

f'(x)>0sif"(x)#0 (1.13)
Pentru determinarea solutiei aproximative se aplica relatia de recurenta (1.11) luand ca
punct de start x=2 , obtinandu-se valorile din tabelul 1.4.

Tabelul 1.4

Pas Xn iy Iy Xp=] Sfn+1) Eroarea £
1. 2 3.693147 8.5 1.565512 0538649 0434488
2. 1.565512 | 0.538649 6.031841 1476211 0.022232 0.089301
3. 1476211 | 0.022232 5534677 1472194 4 47E-05 0.004017
4. 1.472194 | 4 47E-05 5512424 1.472186 1.82E-10 0.0000038

Se observa din tabelul 1.4 ca aceasta metoda este rapid convergenta.
Solutia aproximativa a ecuatiei calculata cu sase zecimale exacte este £=1,472186.

1.4. Metoda tangentelor de ordinul 11 a lui Newton

Se considera functia f(x) care indeplineste urmatoarele conditii: este continud si
derivabila pe intervalul [a, b], 1si schimba semnul: f (a ) xf (b ) <0, este strict monotona
(f’(x) >0 sau f*(x) <0) si graficul ei nu admite nici un punct de inflexiune pe intervalul
poate aplica metoda tangentelor de ordinul 11 a lui Newton.

Prin dezvoltarea (1.7) in serie Taylor a functiei f(X) in jurul punctului x=a se retin doar
primii trei termeni ai acestei dezvoltari, se obtine ecuatia unei parabole

= f(a1+"‘1;,”f'{a1+["‘j—f”_f”{a3 (1.14)

Se observa din relatia (1.14) ca functia y(x) trece prin punctul A(a, f(a)) si are aceeasi
derivate cu f(x) in punctul x=a: y' (a ) =f"'(a) respectivy”(a)=f"(a):
Punand conditia y = 0 in ecuatia (1.14), se obtine ecuatia:

(x—a)
Y

f{n]+{.¥—a]l_f'|::a}+ f'l::a:]}=0 (1.15)

Inlocuind expresia (x-a) din interiorul parantezei drepte cu expresia obtinuti in cadrul
metodei Newton Raphson:



fla) (1.16)

X—a=-
fla)
se obtine ecuatia- f{a]+{r—a{f'{a:]—lfm’l fla)|=0 (1.17)
2 f'(a)
Solutia ecuatie1 (1.17) este data de relatia:
o 1
x=a 7 7 (1.18)
fta) 2-f'la)

Daca aceata solutie este in afara intervalului (a,b) atunci se schimba punctual de start al
metodei in x=Db, ca la metoda tangentelor de ordinul I:
1
x=b- 76) 70) (1.19)
ftb) 2-f'(b)
Tinand seama de relatiile (1.18) si (1.19) se deduce relatia de recurenta a metodei
tangentelor de ordinul Il a lui Newton:

L 1
X, =X, fr(l'n}_ 7] (1.20)

f(x) 2-f(x,)

Aplicatia 1.4

Folosind metoda tangentelor de ordinul II a lui Newton sa se determine radacina
ecuatiei algebrice In x + 3x*— 4x —1 = 0 cu 0 eroare £<10” (cu sase zecimale, ultima fiind
rotunjitd) stiind ca se afla in intervalul [1, 2].

Rezolvare

Pentru a determina radacina ecuatiei f(X)=0 prin metoda tangentelor de ordinul 11 a lui
Newton se observa ca sunt indeplinite conditiile cerute si {indnd seama de relatia (1.12) se

aplica relatia de recurenta (1.20) obtinandu-se valorile din tabelul 1.5.
Tabelul 1.5

Pas Xn i) J i) JF () Xn+l Jxa+1) Eroarea &
1 2 3.693147 8.5 5.75 1.49066 0.10278
2 1.49066 0.10278 5614803 | 5540069 | 1472188 | 7O3E-06 | 0.018472
3 1472188 | 7O3E-06 | 5512387 | 5538604 | 1472186 0 0.000002

Se observa cd aceastd metoda este rapid convergenta.
S-a calculat solutia ecuatiei este £=1,472186. cu 0 eroare <107,



1.5. Metoda iterativa x=g(x)

Fie o functie f(X) continud si derivabila pe intervalul [a, b], strict monotona, care
& € (a,b) si se poate scrie sub forma echivalenta:

X=g(X) (1.21)

unde g(x) este o functie continua in intervalul (a,b) .

Daca sirul format cu ajutorul relatiei (1.21) sub forma relatiei de recurenta:

Xn+1=0(Xn) (1.22)

este convergent, atunci limita acestui sir este tocmai radacina ecuatiei f(X)=0

Relatia (1.22) reprezinta formula de recurenta a metodei x=g(X) .

In figura 1.6 sunt prezentate doud moduri de obtinere grafica a solutiilor ecuatiei f(x)=e
-5x=0 care corespund metodei x=g(x): in prima reprezentare se obtin solutiile ecuatiei
f(x)=0, iar in a doua solutiile ecuatiei echivalente: x=€*/ 5.

X

a T

axp(x)




Aplicatia 1.5
Folosind metoda iterativa pentru ecuatii de forma x=¢(X) sa se gaseasca radacina
ecuatiei: 3x* + 4x —1 = 0, cu o eroare <107 (cu sase zecimale, ultima fiind rotunjitd) stiind

vvvvv

Rezolvare

Ecuatia de mai sus se mai scrie sub forma echivalenta x=g(x) astfel:

Wt +4x-1=0 © 3 +4)=1 & x= 3 (1.23)
3xT +4
Relatia de recurenta (1.22) pentru acest caz se scrie astfel:
X = (1.24)

R

Plecand de la X1=0 si inlocuind in (1.24) se obtin valorile din tabelul 1.6.

Tabelul 1.6

Pas Xy X1 Eroarea =
1 0 0,25 025
2 0,25 0.2471 0,0029
3 02471 02472 0.0001
4 02472 0247199 0000001

Plecand de la x’1=1 si inlocuind in (1.24) se obtin valorile din tabelul 1.7

Tabelul 1.7

!Pm.: Xy Xp+1 Eroarea &
1 1 0142857 0857143
2 0,142857 0.249454 0,106597
3 0247123 0247202 0,002252
4 0.247202 0247199 0.0000027

Se observa cd pentru acest caz metoda este convergentd. O solutie aproximativa a

ecuatiei calculata cu o eroare £<107 este £=0,247199 .

Aplicatia 1.6

S3 se gaseascd radacina ecuatiei: X' —x —1 = 0 cu o eroare e< 107, stiind ca se afl in

intervalul (1, 2).
Rezolvare

Ecuatia X" — x —1 = 0 se mai scrie sub forma echivalentd x=g(x) astfel:

4

xT=x+1 saw x=%1+x (1.25)
Relatie de recurentd corespunzatoare este:
_
Xps = Y1+, (1.26)

Plecand de la x;=1 si Inlocuind in (1.26) se obtin valorile din tabelul 1.8.




Tabelul 1.8

Pas Xy X1 Eroarea £
1 1 1.1892
2 1.1892 1.21638 0.02718
3 1.21638 1.220145 0.,003765
4 1.220145 1.220660 0.000515
5 1.220660 1.220733 0000073
6 1.220733 1.220742 0.000009
7 1.220742 1.220744 0.000001

Se observa ca pentru acest caz metoda este slab convergenta. O solutie aproximativa a
ecuatiei calculata cu o eroare £<107 este: £=1,220744.

1.6. Metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton pentru extragerea radacinii
dintr-un numar pozitiv

Radicina de ordinul k dintr-un numar pozitiv N: x = k ¥ este echivalentd cu solutia
ecuatiei: f (x ) =x*—N =0 (1.27)

Folosind relatia de recurenta (1.11) de la metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton
in care se inlocuieste derivata: f '( X ) = kx 1 e obtine urmitoarea relatie de recurent
pentru calculul radacinii de ordinul k dintr-un numar N:

kL . N |
_(k-Ux, +N sau x,l_1=%{k—1.l‘f"+ﬁl (1.28)

n -n

Aplicatia 1.7
Folosind relatia de recurenta (1.28) si se calculeze ¥/5 (k=7, N=5) cu 0 eroares<107.

Rezolvare
Inlocuind k=7 si N=5 in relatia (1.28) se obtine relatia de recurenta:

Xy = l|:61,f + iﬁ (1.29)
_Ilr xFI_I
Daca se considera ca punct de start X;=1 se obtin valorile din tabelul 1.9.
Tabelul 1.9

Pas Xn Xn=1 Eroarea ¢
| | 1571428
2 1.571428 1,39437 0.176858
3 1.39437 1,292360 0,102077
4 1.292360 1.261000 0.03136
3 1.261000 1,258514 0,002486
6. 1.258514 1.2584989 0,000015

Se observa ca metoda este convergentd. Dupa sase pasi se obtine se obtine valoarea
aproximativa a radacinii Xx=1,2584989 cu o eroare £<107,

11



1.7. Metoda tangentelor de ordinul II a lui Newton pentru extragerea radacinii
dintr-un numar pozitiv

Ca si in cazul precedent radacina x = K N este echivalentd cu solutia ecuatiei:xk—N =0
Folosind relatia de recurenta (1.20) de la metoda tangentelor de ordinul II a lui Newton
si inlocuind expresiile primei si celei de a doua derivate a functiei f (x ) = x*— N
fr(x)=ka % fr(x) = k(k—1)x 2 (1.30)
se obtine urmatoarea relatie de recurenta pentru calculul radacinii de ordinul k dintr-un
numar N:

2x {xk —N.:l
w4l =X o - 1.31
T I s (k- 1V (131)
vk -
sau Xpe =X e — L, +(k+ 1 (1.32)

S N

Aplicatia 1.8
Folosind relatia de recurenta (1.28) sa se calculeze /5 cu o eroare e<107

Rezolvare
Inlocuind k=7 si N=5 in relatia (1.28) se obtine relatia de recurenta:

§ 3x 420
X =x, —at=0
T 4y 415

(1.33)

Daca se considera ca punct de start X1=1 se obtin valorile din tabelul 1.10.
Tabelul 1.10

Pas Xp Ap=i Eroarea
1 1 1.210526
2 1.210526 1.258205 0.047679
3 1.258205 1.2584989 0,00029359
4 1.2584989 1.2584989 0

Se observa cd metoda este rapid convergenta. Dupa patru pasi se obtine o valoarea
aproximativa a radacinii cu o eroare de e<10": x = 1,2584989 .

12



APLICATIL

1. Folosind metoda bisectiei sa se afle raddicina ecuatiei algebrice transcendente:
X2 - 5x + 4= 0, cu 0 eroare ¢<10° (cu trei zecimale exacte), stiind ca aceastd raddcind se
afld in intervalul (0, 3).

Conditiile necesare pentru a putea aplica aceastd metoda sunt:
1-f(x) sa fie o functie continua, derivabila si strict monotona in intervalul [a, b];
2-functia sa prezinte o variatie de semn in intervalul [a, b], adica f (a) x f (b) <O

Metoda se bazeaza pe urmatorul algoritm:
1. se calculeaza valorile functiei f(X) in trei puncte: la capetele intervalului a, b si la mijlocul
distantei: ¢ = (a + b) / 2 si se verificd semnele;
2. se calculeaza din nou valorile functiei f(X) pentru subintervalul pentru care functia
prezintd variatie de semn in trei puncte: la capetele intervalului respectiv la mijlocul
distantei;
3. se repeta algoritmul pana cand se obtine o lungime pentru ultimul subinterval mai mica
decat eroarea ceruta pentru calculul radacinii: € = Xp+1 - Xp

a=0;b=3;,c=15

fi(x) = 2x - 5

f(a) =f(0) =4

f(b)=f(3) =-2 f(O)xf(3)=-8<0

f(c) =f(1,5) =-1.25

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (a,c) adica (0,1.5)
a=0;b=15;¢c=0.75

fa) =f(0)=4

f(b) = f(1.5) =-1.25

f(c) = f(0.75) = +0.8125 f(b)xf(c) < 0

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (b,c) adica (0.75,1.5)
a=0.75;b=15;c=1.125

f(a) = f(0.75) = +0.8125

f(b) = f(1.5) =-1.25

f(c) = f(1.125) = -0.359375 f(a)xf(c) <0

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (a,c) adica (0.75,1.125)
a=0.75; b =1.125; ¢ = 0.9375

f(a) = f(0.75) = +0.8125

f(b) = f(1.125) = - 0.359375

f(c) = f(0.9375) = +0.19140625 f(b)xf(c) <0

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (b,c) adica (0.9375,1.125)
a=0.9375; b =1.125; c = 1.03125

f(a) = f(0.9375) = +0.19140625
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f(b) = f(1.125) = - 0.359375

f(c) = f(1.03125) =-0.0927734375 f(a)xf(c) <0

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (b,c) adica (0.9375,1.03125)
a=0.9375; b =1.03125; ¢ = 0.984375

f(a) = f(0.9375) = +0.19140625

f(b) = f(1.03125) = -0.0927734375

f(c) = f(0.984375) = +0.0471191406 f(b)xf(c) <0

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (b,c) adica (0.984375,1.03125)
a=0.984375; b = 1.03125; ¢ = 1.0078125

f(a) = £(0.984375) = +0.0471191406

f(b) = f(1.03125) = -0.0927734375

f(c) = f(1.0078125) = -0.0233764648 f(a)xf(c) <0

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (a,c) adica (0.984375,1.0078125)

a =0.984375; b = 1.0078125; c = 0.99609375

f(a) = (0.984375) = +0.0471191406

f(b) = f(1.0078125) = -0.0233764648

f(c) = f(0.99609375) = +0.0117340088 f(b)xf(c) <0

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (b,¢) adica (0.99609375,1.0078125)
a=0.99609375; b = 1.0078125; ¢ = 1.001953125

f(a) = f(0.99609375) = +0.0117340088

f(b) = f(1.0078125) = -0.0233764648

f(c) = f(1.001953125) = -0.0058555603 f(a)xf(c) < 0

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (a,c) adica (0.99609375,1.001953125)
a =10.99609375; b = 1.001953125 ¢ =0.9990234375

f(a) = f(0.99609375) = +0.0117340088

f(b) = f(1.001953125) = -0.0058555603

f(c) = f(0.9990234375) = 0.0029306412 f(b)xf(c) <0

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (b,c) adicd (0.9990234375,1.001953125)
a =0.9990234375; b = 1.001953125 ¢ =1.0004882813

f(a) = f(0.9990234375) = 0.0029306412

f(b) = £(1.001953125) = -0.0058555603

f(c) = f(1.0004882813) = -0.001466055 f(a)xf(c) <0

Eroarea £=0.0014648438

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (a,c) adica (0.9990234375,1.0004882813)
a=10.9990234375; b = 1.0004882813 ¢ = 0.9997558253

f(a) = (0.9990234375) = 0.0029306412

f(b) = £f(1.0004882813) = -0.001466055

f(c) = f(0.9997558253) = 0.0007325839 f(b)xf(c) <0

Eroarea £=0.000732456

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (b,c) adica (0.9997558253,1.0004882813)
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a = 0.9997558253; b = 1.0004882813 ¢ = 1.0001220533
f(a) = f(0.9997558253) = 0.0007325839
f(b) = f(1.0004882813) = -0.001466055

f(c) = (1.0001220533) = -0.000366145 f(a)xf(c) <0
Eroarea £=0.0003638003

Radacina ecuatiei este, 1.0001220533 = 1.000

Radacina ecuatiei se afla in intervalul (a,c) adica (0.9997558253,1.0001220533)

a = 0.9997558253; b = 1.0001220533 ¢ = 0.9999401532
f(a) = f(0.9997558253) = 0.0007325839
f(b) = (1.0001220533) = -0.000366145

f(c) = £( 0.9999401532)= 0.000179544 f(b)xf(c) <0
Eroarea £=0.0001819001

Radacina ecuatiei este, 1.0001220533 = 1.000

n a c b f(a) f(c) f(b) Eroarea ¢

1 0 15 3 4 -1,25 -2

2 |0 0,75 15 4 +0.8125 -1,25

3 10,75 1,125 15 +0.8125 -0.359375 | -1,25

4 0,75 0.9375 1,125 +0.8125 +0.1914062 | -0.359375

5 | 0.9375 1,03125 1,125 +0.1914062 | -0.0927734 | -0.359375

6 | 0.9375 0,984375 1,03125 +0.1914062 | +0.0471191 | -0.0927734

7 | 0,984375 1.0078125 1,03125 +0.0471191 | -0.0233764 | -0.0927734

8 | 0,984375 0.9960937 1.0078125 | +0.0471191 | +0.0117340 | -0.0233764

9 | 0.9960937 | 1.0019531 1.0078125 | +0.0117340 | -0.0058555 | -0.0233764

10 | 0.9960937 | 0.9990234 1.0019531 | +0.0117340 0.0029306 | -0.0058555

11 | 0.9990234 | 1.0004882 1.0019531 | 0.00293064 | -0.0014660 | -0.0058555 | 0.0014648438
12 | 0.9990234 | 0.9997558 1.0004882 | 0.00293064 0.0007325 | -0.0014660 | 0.000732456
13 | 0.9997558 | 1.0001220 1.0004882 | 0.00073258 | -0.0003661 | -0.0014660 | 0.0003638003
14 | 0.9997558 | 0.9999401 1.0001220 | 0.00073258 0.0001795 | -0.0003661 | 0.0001819001

Radacina ecuatiei este 1.0001220 cu eroare de 0,181 0®

2. Folosind metoda coardei si se determine raddicina ecuatiei algebrice:
x? - 5x + 4= 0, cu 0 eroare ¢<10° (cu trei zecimale exacte), stiind cd aceastd raddcind se
afld in intervalul (0, 3).

In prima faza, se poate aproxima radicina ecuatiei f(x)=0 cu puncul de intersectie cu axa Ox
a dreptei care trece prin punctele A(a, f(a)) si B(b, f(b)) de ecuatie:
y—fla) x-a
f(b)-f(a) b-a
Punctul de intersectie al dreptei cu axa Ox se obtine introducand conditia y=0 in ecuatia
Se obtine:
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b—a
fib)—f(a)

Daca f (a)xf (x1) <0, rezulta ca noul subinterval al radacinii & este (a, X1)

In continuare algoritmul se repeta.

a=0;b=3

f(a) =f(0) =4

f(b) =f(3) =-2 f(0)xf(3)=-8<0

se determind punctul de intersectie cu axa Ox, rezulta,

1). x1 =2 si f(x1) =f(2) - -2, f(0)xf(2) = -8<0, radacina se afla in intervalul (0,2)

Se duce drepta prin punctele A(0,f(0)) si B1(2,f(2)), se determina punctul de intersectie cu
axa Ox, se obtine valoarea,

2). X2 =4/3=1.33, si f(x2) =f(4/3) = -0.9,f(0)xf(4/3)=-3.6<0, radacina se afla in intervalul (0,1.33)
Se duce dreapta prin punctele A(0,f(0)) si B2(1.33,f(1.33)), se determina din nou punctul de
intersectie cu axa Ox, se obtine valoarea, x3

3). X3 = 1.08, f(x3) = f(1.08) = -0.22, f(0)xf(1.08)=-0.88<0,radacina se afla in intervalul
(0,1.08)

Se duce dreapta prin punctele A(0,f(0)) si B3(1.08,f(1.08)), se determina din nou punctul de
intersectie cu axa Ox, se obtine valoarea, Xa,

4). X4 =1.02, si f(x4) =f(1.02) = -0.06,f(0)xf(1.02)=-0.24<0, radacina se afla in
intervalul(0,1.02)

Se duce dreapta prin punctele A(0,f(0)) si B4 (1.02,f(1.02)), se determina din nou punctul de
intersectie cu axa Ox, se obtine valoarea, X5

5). x5 =1.005, si f(xs) =f(1.005) = -0.01,f(0)xf(1.005)=-0.04<0, radacina se afla in intervalul
(0,1.005)

Se duce dreapta prin punctele A(0,f(0)) si Bs (1.005,f(1.005)), se determina din nou punctul
de intersectie cu axa Ox, se obtine valoarea, Xg

6). Xg =0.995, si f(xg) =f(0.995) = 0.015,f(0.995)xf(1.005)=0.06>0, radacina se afla in
intervalul

(0.995,1.005)

Se duce dreapta prin punctele A3(0.995,£(0.995)) si Bs (1.005,f(1.005)), se determina din
nou punctul de intersectie cu axa Ox, se obtine valoarea, x7

7). x7=1.001, si f(x7) =f(1.001) = -0.03,f(0.995)xf(1.001)= -0.00045<0, radacina se afld in
intervalul (0.995,1.001)

Eroarea & = 1.001-0.995= 0.006

Radicina ecuatiei este, 1.001 = 1

ry=a-f(a)
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n a Xn b f(a) f(x,) f(b) Eroare ¢
1 0 2 3 4 -2 -2

2 0 1,33 2 4 -0,9 -2

3 0 1,08 1,33 4 -0,22 -0,9

4 0 1,02 1,08 4 -0,06 -0,22

5 0 1.005 1,02 4 -0,01 -0,06

6 0 0,995 1,005 4 0,015 -0,01

7 0,995 1,001 1,005 0,015 -0,03 -0,01 0,006
8 0,995 0,997 1,001 0,015 0,009 -0,03 0,004
9 0,997 0,998 1,001 0,009 0,006 -0,03 0,003
10 0,998 0,999 1,001 0,006 0,003 -0,03 0,002
11 0,999 0,9998 1,001 0,003 0,000 -0,03 0,001

Raddcina este 1,000 cu eroarea de 1- 1 03

3. Folosind metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton sa se determine raddcina
ecuatiei algebrice: x?-5x +4=0, cu o eroare £<107 (cu trei zecimale exacte), stiind cd
aceastd raddcind se afla in intervalul (0, 3).

Metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton este o metoda ce permite calculul aproximativ
al solutiei unei ecuatii algebrice f(X)=0 cu ajutorul tangentei la graficul functiei f(X) in
punctul x,.

Se considera functia f(x) care indeplineste urmatoarele conditii: este continud si
derivabila pe intervalul [a, b], isi schimba semnul: f (a )x f (b ) < 0, este strict monotona
(f’(x) >0 sau f”(x) <0) si graficul ei nu admite nici un punct de inflexiune pe intervalul
[a, b]: f(x)#0. In aceste conditii functia admite o singurd ridacina in intervalul [a, b] si se
poate aplica metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton.

Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(X) in jurul punctului X=a se obtine:

. g . 5
76)= 1)+ =2 r(a)+ B po(a) B o).
Retinand doar primii doi termeni ai acestei dezvoltari, se obtine ecuatia unei drepte care

reprezinta tangenta la graficul functiei in punctul A
y1=f(@)+(x—-a)f'@a)

Daca in ecuatia de mai sus se pune conditia y1=0 , se obtine punctul de intersectie al
tangentei cu axa Ox:
fla)
fla)

Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(X) in jurul punctului X=Db si retinerea
primilor doi termeni se obtine tangenta la graficul lui f(X) in punctul B, care intersecteaza
axa Ox in piunctul Xy:

n=a-

1)
1)

X, =b-
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a=0;b=3

f(a) =f(0) =4
f(b)=f(3)=-2 fO)xf(3)=-8<0
f'(x) = 2x-5

f'(a) = f1(0) = -5

f'(b)=f(3)=1

Se determina punctual de intersectie al tangentei cu axa Ox

x1=4/5=0.8

£(0.8) = (0.8)%-5x0.8+4 = 0.64

f'(0.8) =2x0.8-5=-34

Se duce tangenta in puctul de coordonate (X1 f(X1)), care va intersecta axa Ox in punctul Xy,
X2-0.8 — 0.64/-3.4 = 0.98823

(0.98823) = 0.03545

'(0.98823) = 2x0.98823 - 5 = -3.02354

Se duce tangenta in puctul de coordonate (x2 f(X2)), care va intersecta axa Ox in punctul x3,
X3 = 0.98823 - 0.03545/-3.02354 = 0.99995

(0.99995) = 0.00015

'(0.99995) = 2x0.99995 - 5 = -3.0001

Eroarea £=0.01172

Se duce tangenta in puctul de coordonate (X3 f(X3)), care va intersecta axa Ox in punctul x4,
X4 =0.99995 - 0.00015/-3.0001 = 0.9999999983

(0.99999999983) = 0.0000000003

Eroarea &= 0.0000499998

Radicina ecuatiei este, 0.99999999983 = 1.000

n Xn f(x,) f'(xn) Xn+1 f(Xn+1) Eroare ¢

1 0 4 -5 0,8 0,64 0,8

2 0,8 0,64 -3,4 0,98823 0,03545 0,18823

3 0,98823 0,03545 -3,02354 0,99995 0,00015 0,01172

4 0,99995 0,00015 -3,0001 0,9999999983 | 0,0000000003 0,000049

5 0,9999999983 | 0,0000000003 | -3,000000003 | 0,9999999999 | 0,00000000001 | 0,0000000016

Radacina ecuatiei este 0,999999999 cu eroarea de 1,61 0°
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4. Folosind metoda tangentelor de ordinul Il a lui Newton sda se determine raiddacina
ecuatiei algebrice: X? - 5x + 4= 0, cu 0 eroare £<10? (cu trei zecimale exacte), stiind ca

uuuuu

Se considera functia f(X) care indeplineste urmatoarele conditii: este continud si derivabila
pe intervalul [a, b], isi schimba semnul: f (a )xf (b ) < 0, este strict monotona (f”(x) >0 sau
f’(x) <0) si graficul ei nu admite nici un punct de inflexiune pe intervalul
poate aplica metoda tangentelor de ordinul 11 a lui Newton.

Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(X) in jurul punctului X=a se retin doar primii
trei termeni ai acestei dezvoltari, se obtine ecuatia unei parabole

F a1

r=a (x=al

f'la)+
-

v=fla)+ — f"la) o ) ) )
2 Punand conditia y = 0 1n ecuatie se obtine solutia:
1

flal  ffla)

fta) 2-fa)

r=a-

Daca aceata solutie este in afara intervalului (a,b) atunci se schimba punctual de start al
metodei in x=Db, ca la metoda tangentelor de ordinul I:
1

x=b-

f'B) _ f'(b)
f(b) 2-7'd)
a=0;b=3
f(a) = £(0) = 4
f(b)=f(3)=-2 f(0)x f(3)=-8<0
f1(x) = 2x-5
f/(x) = 2

f'(a) = f}(0) = -5

fi(b) = f'(3) =1

f'(a) = f"(0) = 2

f'(b)y=f"(3) =2

X3 = 20/21 = 0.95238

f(x1) = 0.1451276

f1(x1) = 2x0.95238 — 5 = -3.09524

Se duce tangenta in puctul de coordonate (x3 f(X1)), care va intersecta axa Ox 1n punctul x»,
X2 =0.998568

(0.998568) = 0.004298

£(0.998568) = 2x0.998568 - 5 = -3.002864

"(0.998568) - 2

Se duce tangenta in puctul de coordonate (x2f(X2)), care va intersecta axa Ox in punctul x3
X3 =0.99999862
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Se duce tangenta in puctul de coordonate (x3 f(X3)), care va intersecta axa Ox in punctul x4
£1(0.99999862) = 2x0.99999862 - 5 = -3.00000276

f"(0.99999862) - 2

X4 -1,000000
n Xn f(x,) f'(Xn) f"(xn) X n+l f(X nse1) Eroare ¢
1 0 4 -5 2 0.95238 0.1451276 | 0.95238
2 0.95238 0.1451276 | -3.09524 2 0.998568 0.004298 0,046188
3 0.998568 0.004298 -3.002864 | 2 0.999998 0,000006 0,001430
4 0.999998 0,000006 -3.000002 | 2 1,000000 0,0000002

Radacina ecuatiei este, 1,000000 cu eroarea £ = 2-1 0°
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5. Folosind metoda iterativa pentru ecuatii de forma X=g(X) sd se gaseasca rdddcina
ecuatiei: x* - 5x + 4= 0, cu o eroare £<10°° (cu trei zecimale exacte), stiind cd aceastd
raddcina se afla in intervalul (0, 3).

Fie o functie f(X) continud si derivabila pe intervalul [a, b], strict monotona, care

vvvvv

& € (a,b) si se poate scrie sub forma echivalenta:
x=g(x)
unde g(x) este o functie continua in intervalul (a,b) .
Daca sirul format cu ajutorul relatiei de mai sus, sub forma relatiei de recurenta,

Xn+1=0(Xn)
este convergent, atunci limita acestui sir este tocmai radacina ecuatiei f(x)=0
a)
X(x-5) = -4

X = - 4/(x-5) sau x = 4/(5-x)

Se pleaca de la x=0 si se obtine

X1 =4/(5-0)=0.8

Xz = 4/(5-0.8) = 0.952381

X3 = 4/(5-0.952381) = 0.988235

X4 = 4/(5-0.988235) = 0.997062

Xs = 4/(5-0.997062) = 0.9992674

Xg = 4/(5-0.9992674) = 0.9998169

Eroarea &£ =0.9998169- 0.9992674 = 0.0005595
X7 = 4/(5-0.9998169) = 0.9999542

Eroarea £ =0.9999542 -0.9998169 = 0.00013
Radicina ecuatiei este, 0.9999542 = 1.000

b) ecuatia se poate scrie sub forma echivalenti x=g(x)

X?=5x — 4

X =\5x-4

X = 0 nu se poate aplica deoarece valoarea g(0) nu se afla pe axa nr. Reale(R).
x=1

X, =\5-4=1

f(x1)) =f(1)=0

Radicina ecuatiei este, x = 1
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