METODE NUMERICE
Curs +Aplicatii

1. METODE NUMERICE DE REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII
LINIARE

Domeniul “Sistemele de ecuatii liniare” este unul dintre domeniile matematicii in
care metodele numerice si utilizarea calculatorului si-au dovedit din plin utilitatea.

La rezolvarea unor sisteme liniare de ecuatii (cum ar fi cele care apar la metoda
elementelor finite) se folosesc diferite metode care au ca scop reducerea numarului de
operatii elementare in raport cu cele corespunziatoare metodei clasice de rezolvare
folosind regula Iui Cramer, adicd reducerea numarului de date din memoria
calculatorului, scurtarea timpului efectiv de calcul si nu in ultimul rand reducerea erorilor
de calcul.  Metodele folosite in prezent pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare
sunt de doua feluri:

a. Metode de eliminare (Gauss, Gauss-Jordan, Choleski, etc);

b. Metode iterative (Gauss-Seidel, Jacobi, etc)

1.1. Metoda eliminarii succesive Gauss

Metoda Gauss constd 1n eliminarea succesivd a necunoscutelor din ecuatiile
sistemului printr-un algoritm destul de simplu, in final obtindndu-se un numar de operatii
mult mai redus decat in cazul in care se foloseste regula lui Cramer (unde calculul
determinantilor implicd un numar foarte mare de operatii).

Se considera sistemul liniar de n ecuatii cu n necunoscute :

X+ @ Xy + @30 o+ 3%, =B

¥, + GnXy +axfls + ..+ ll2Xy = by

QapX) + 300 + 33X+ iy, X, =5y (2.1)

RATTH "

@0y + 0,200 8,370+ + a3, %, =h

Sistemul (2.1) se mai poate scrie sub forma matriceala astfel:

[A] {X}={B} (2.2) unde:

[A] reprezinta matricea coeficientilor necunoscutelor sistemului, o matrice patratica
nesingulara (det [A] #0), avand elementele aij, i, j=1,2, ... n;

{X}={X1X2X3 ... Xn}T matricea coloana a necunoscutelor ;

{ B} { by by bs ... b} matricea coloani a termenilor liberi.
Prin metoda Gauss se urmareste obtinerea de termeni nuli in matricea sistemului [A], prin
anumite operatii elementare efectuate simultan asupra liniilor matricelor [A] si {B} si
anume intre linia de pivotare si liniile situate sub aceastd linie, in final obtinandu-se o
matrice de forma:

1oay e )
[0 1 aty’ a2/
[4™"=0 0 1 . a¥ (2.3)

Metoda Gauss consta dintr-un algoritm format din n pasi:



Pasul 1: Se elimind necunoscuta X; din ecuatiile 2, 3, ..., n ale sistemului
(2.1) adica se anuleaza primele elemente ale liniilor 2, 3, ..., n din matricea [A].
Presupunand cd aj; # 0, linia 1 se numeste linie de pivotare. Se cauti ca valoarea absoluta
a primului element al liniei de pivotare sa fie cat mai mare. In cazul incare a;;= 0 sau are
o valoare absoluta foarte mica, se schimba pozitia liniei 1 cu cea corespunzatoare liniei i
avand valoarea absoluta a primului element a;; cea mai mare. Se impart elementele liniei
1 a matricelor [A] si {B} la a;; obtinandu-se:
1 _ Sy T T | -
aj, o F=12..n B o (2.4)
Se scad liniile i situate sub linia de pivotare din linia 1 multiplica cu primele elementele
ale acestor linii: aj; , i = 2,3,... ,n obtinandu-se:
ST oy By
T VI L | VT L | S (2.47)
’ iy ayy
Dupa primul pas se obtine sistemul echivalent de ecuatii:
[ ox+alrn e+ +alVx, =BV

Y 1}

y i
aly e +ay m + +altx, =B

i1 1 i1 1
@y Xy + AL X+t a ' x, =h

(2.5)

- alyx, +a¥x +. +allx, =5

| rd L L]

Pasul 2: Linia 1 nu se modifica. Se procedeaza analog ca la pasul 1 cu ecuatiile 2, 3, ..., n
anuland primele doua elemente ale liniilor 3,4,, ..., n din matricea [A]. Presupunand ca
a®,, #0, linia a doua este linie de pivotare. Se imparte linia 2 la coeficientul lui (1)

ay si se scad liniile i situate sub noua linie de pivotare din linia 2 multiplica cu primele
elementele ale acestor linii obtinandu-se:

(1 iy
1) 2 ., N
e —T P = - LT a— I
ay =—r. J=2,..m b= o (2.6)
Oy @
all  afl/ alt B
1) 1} 1) 1)
ay' a . |aly! B
il = 12 1 > 2 ] .. -
aly’ =10 ﬂ;" =l—— B =lm—t i jz3 (2.67)
b by

Dupa cel de al doilea pas se obtine sistemul echivalent de ecuatii:
X +¢:r._':_“x3 - ﬂ[;’:@ +..F a]':‘x” =b]""
Xy +aldin +  +aldx, =hY
ayy'xy +..+ay ', =B (2.7

Procedeul se repeta pentru celelalte linii de pivotare 3,4,5,...,n , astfel incat dupa n pasi se
ajunge la sistemul echivalent de ecuatii:



x+raln +alln+ +aflx, =b"
nraiin+ .. +abtx, =B
(28)
Xy ® a;f:]H"x,_, = b:lfl'] /
J'-.ll = blli” !

Necunoscutele Xy, Xz, ...Xn se determina prin substitutie, pornind de la ultima ecuatie si
apoi succesiv pana la prima ecuatie obtinanduse:

[ fm)
X, = '5.-.' .

| _ pim=lj _ il .
| T lb.ll—l. a.ll—] ] “Xps

. (29)
: 13 L i1
(n=h _:Z:ﬂ'.k - X
Aplicatia 1.1
Folosind metoda Gauss sa se rezolve sistemul de ecuatii:
(1, + 2%, —x; + x5 =3
|23 + 6oy —x3 + 2, =8 (2.10)

':x-_ +3x; + x5 —2xy =1
!_I'_ _I: —.T3 _I-l- = _1
Matricea sistemului [A] si maricea coloana a termenilor liberi [B] se scriu:

1 2 -1 17 [3]

206 -1 2 ., |8} 5
=17 3 | SHF  B=]] (2.11)

1 -1 -1 -1] |-2]

Pasul 1: Coeficientii se determina cu ajutorul relatiilor (2.4) si (2.4°).
Dupa pasul 1 se obtine sistemul de ecuatii:

-

[ +23, —xy 43, =3

{ =7
xtx =2 (2.12)
x: + lx! _3.'{_1_ =_2

-3 =2 =—
!_ JI: _.T4— 8]

Pasul 2: Ecuatia 1 nu se modifica. Coeficientii se determina cu ajutorul relatiilor (2.6) si
(2.6”). Dupa pasul 2 se obtine sistemul de ecuatii:

[3 + 2%y — x5 + 3, =3

| xy +05 =1
' 15%, —3x, =3
| 1,5%; —2x, =-2

Pasul 3: Ecuatiile 1 si 2 nu se modifica.

Dupa pasul 3 se obtine sistemul de ecuatii:
[+, —x;+x, =3

| xp+035x =1

(2.14)

I3 _EI_I_ =_2
| 1. =1



Solutia acestui sistem se obtine imediat prin retrosubstitutie (incepand cu ultima ecuatie a
sistemului de ecuatii si incheind cu prima):
X4 =1; X3 =0; X =1; x; =0.

1.2. Metoda elimindrii succesive Gauss - Jordan

Este o metoda de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare similara cu metoda Gauss in
care prin anumite sau combinatii liniare efectuate intre liniile matricei [A] si {B} se obtin
elemente nule pentru toate liniile matricei [A] cu exceptia celor situate pe diagonala
principala care au valoarea 1. Prin metoda Gauss-Jordan se transforma matricea [A] in
matricea unitate [l], iar matricea coloana {B} devine matricea solutiilor sistemului de
ecuatii. Intr-adevar dacid inmultim la stinga relatia (2.4) cu matricea [A]-1 este
demonstrata aceasta afirmatie:

[A]'[AI{G= [A] {B} &{X}= [A] '{B} (2.41)

Fata de metoda Gauss, la metoda Gauss-Jordan numarul de operatii creste in prima faza,
dar se reduce 1n faza de substitutie, deoarece necunoscutele se obtin direct fiind
elementele matricei {B}. Se considera sistemul de ecuatii liniare:

X, + Xy il ¥y o+ a3, = b

@y X + dgp Xy + X + o+ a3y, X, =By

@313 + @320 + d33X3 +.. + a3, 10, =5 (2.42)

A + @37 + {4,370 +..+ Ay = b:u

Metoda Gauss-Jordan foloseste urmatorul algoritm:
Pasul 1: Linia 1 este linie de pivotare iar coeficientul a;; #0 este pivot:
- se impart elementele liniei 1 la coeficientul aj;; obtinandu-se:

) By =17 . w_b 7 43
ay s =—=, j=12 . n BY=— (2.43)
R | : iy
.. C e . a. . . .
se scade linia 1 multiplicati cu , i, ,... ,n =% respectiv din ecuatiile 2, 3, 4, ... n,
a‘ll
obtinandu-se noile elemente:
&y o, b
a; i,
al) =0; afV =2y a, b, g2 (2.44)
ary an
Dupa pasul 1 se obtine sistemul de ecuatii:
- gtaVn+ala e +alx, =HY

ﬂ'ﬂ"x: _agéj'ﬁ .t ﬂii.’ Xy = bl:“

alln, +ally, +_+alllx, =pY (2.45)

alVxy +alin + +alix, =pY

Pasul 2: Linia 2 este noua linie de pivotare, iar coeficientul ay, este pivot atat pentru linia
1 cat si pentru liniile 3,4,5,...n.



- se imparte ecuatia 2 la coeficientul az; si se elimina necunoscuta X, din ecuatiile 1, 3, 4,
... N, calculandu-se noii coeficienti cu ajutorul relatiilor:

. BV

T r:_._ =/ =7 " 2} =_|' 7
i=2 by = Jj=2 .0 B ey (2.45)
ay HY
. oty ai all Y
i=1:  a¥=la¥=0a¥=-I2 Y pu_ 2 21 >3 47
1 1 1y ] 1 1) o
a7 B
2Y g
1} (1) 1) !
5 T 5 a;"' a, - [ B
i=3,4,.,.n: a =a =0, o¥=L2 21 pv 2 21 >3 (248
L L F il ¥ i1}
M3 ]
Dupa pasul al doilea se obtine sistemul de ecuatii:
x+ aly'ny +..+al x, =B
x, +alyx + . +all'x, =B
ald'y, + _+alx =B (2.49)
aly'x = +al 'y =B
La pasii 3, 4, 5, ..., n se procedeaza in mod analog.
In final rezulta sistemul de ecuatii:
.xl. _niml
i =k
X, =B (2.50)
xn' =b.|:”‘l

Se observa ca prin metoda Gauss Jordan elementele obtinute pentru
matricea {B} sunt tocmai solutiile sistemului de ecuatii.

Aplicatia 1.2

Folosind metoda Gauss-Jordan sa se rezolve sistemul de ecuatii:
[x,+ 23, + 35 +3x, =12
:;?x-_+:cl—x3—x;=—3 251)

3 =, Xty =38

i_-—1x-_ +X, — X +3x, =13

Matricea sistemului [A4] si matricea coloana a termenilor liberi {/3} sunt:

Fam

1 2 1 1 [12]

201 -1 -1 o =3

= ; =1 o | 2352
=3 ., ; F B={g (2.52)

41 -1 3 |15

Pasul 1: Coeficientii se determina cu ajutorul relatiilor (2.1.43), (2.1.44):



% _g (1 . a[é’=2=1 U_ sy b{]"=i=11 (2.53)
an T oay a3 ] an
1 1 1 :‘ 1 1‘1 1 13
1 4 R S P L
'1 =0 ﬂi =1 - ﬂ:]31=T=—L' My = o b= =—211
1 2 ‘1 :‘ ‘1 :‘ 113
3 - 3 a B ]
a;]i-l I:]r agl:"-l =" = ‘III- I:-!':I;I__:_z.; (13_1_ =y T = b3”_ =_?S"
1 1 1 1
1 1 |1 1 ‘1 ‘1 'j
aﬂ’ =0 af,} =.ﬂ=_;'; a’i""=—4 i S S aﬁ =_4 =—1- ¥ =_4 ! =33
- 1 1 1 1
Dupa primul pas, matricea sistemului [ A] si matricea coloana {B} devin:
1 2 1 1 (12
, |0 =3 -1 -3 . =21
[4]Y = 0 —7 2 _af BV = _25_& (2.54)
0 -7 -5 -1 -33)

Pasul 2: Coeficientii se determind cu ajutorul relatiilor (2.1.46):

2 IJ 21 2 12
1 '
o aE —3 1 . 2l _3 - B 2 _3 =
n =Lay =0 == — == @ =————=-1 B =- ==
- 3 -3 -3
; .y oy ay 1 5 a’l" B
2 - 2y _ M 490 f2) M3 _ L (2 P 2y _ Y _
ay’' =0 ay'=—f=1 ay'=—7=2; ay’'= 7 B =—==T7 (2.55)
22 By £23 ay’

10 1
3 1 _2"
Lo 31 g
AR A M @2.56)
00 1 s 2
g 16
00 -2 6
L i

i) _ (3 —

ald =afd =ald =0;

Dupa al treilea pas, matricea sistemului [A] si matricea coloana {B} devin:



1 00 -6 —7%
’ 010 -4 . —14
A= - Bv= 258
L4 001 15[ B 6 (2.58)
000 46 184
Pasul 4: Coeficientii se determina cu ajutorul relatiilor :
-6 -2
' |46 1si|
"i{”=1,' :1;24::“;;: =ﬂ]r;u=[;.l. bj.-u:__T:l
(2.59)
4 —14|
a'!.z.:-ll:ﬂ; ﬂg‘l =1.- ﬂ;;'I:ﬂ'g:"' =1},’ bg-U:__d'GmlS;i =7
15 ii|
al¥ =af¥ =0; al¥ =1; a{}'=0; BY=- 4-54; _a
) ) =) =0 a1 B -1

Dupa acest pas, matricea sistemului [A] si matricea coloana {B} devin:

1 000 [11
e D A (2.60)
0001 H

S-au obtinut pentru elementele matricei coloand {B} chiar solutiile sistemului (2.51):

X1=1, Xo=2, X3:3, X4=4. (261)

1.3. Metoda lui Gauss

In primul rand, trebuie facutd precizarea ca metodele numerice pentru
rezolvarea sistemelor de ecuatii, care urmeazi a fi prezentate in continuare, sunt
destinate abordarii sistemelor de » ecuatii cu » necunoscute, cu coeficienti reali,

despre care se cunoaste, apriori, faptul ¢d sunt compatibile.
Un sistem de forma

Elll'xl+ﬂ|2'2{2+. . .+aln'2{n=b1

A7) "Xy +89y Xy +. . .48, X, =b,
]

a, "X, +a,, X,+. . .+a X, =b,

in care a;,b; eRpentrui=1,2,...n,j=1,2,...n, poartd numele de sistem

de ecuatii liniare.

Detaliind, in continuare, trebuie aratat cad metodele numerice utilizate
pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare se impart in doud categorii:
metode directe, care determind solufia exactd a sistemului si metode iterative,
care - pornind de la o solutie initiald arbitrard - determind un sir de aproximatii

succesive ale vectorului - solutie a sistemului.



Cea mai veche, cea mai bine cunoscuta si, totodata, cea mai utilizata
metodd de rezolvare numericd a sistemelor de ecuatii algebrice liniare este
metoda Gauss, care face parte din categoria metodelor directe; principiul
metodei este prezentat in continuare.

Pornindu-se de la un sistem de forma (1), se construieste o matrice de

forma
ap ap ap: b
— la a .. a,. b
21 2 m D2
A= 5 \ (2)
Elnl aIL'?_' EI|'J.r| bn

rezultatd prin alipirea la matricea coeficientilor sistemului, A, a vectorului
coloand a termenului liber, B. In continuare, algoritmul metodei urmareste

transformarea matricei A intr-o matrice ale carei elemente situate sub diagonala
aj - Ay - . . . -4y, S4 fie nule; trebuie parcursi urmétorii pasi:

aj)
dy)
fiecare linie ,,i” se scade linia intai inmultitd cu l;;,1=2, 3, . . . n; in cazul
in care a;; = 0, se schimba prima linie cu o alta, care sid aiba primul

element nenul, dupa care se procedeaza la cele de mai sus. Rezulta, astfel,
dupa renotare, o matrice de forma

v se calculeaza o serie de multiplicatori de forma 1, =

, dupa care din

LR (D
ay a2 a, b
0 a..M . O p D
A“j — 22 2n i 2 : (3)
(n (1w (1
0 ady Apn : bn
.,
v se calculeazi o noua serie de multiplicatori, de forma 1., = —2 g dupa
77

care din tiecare linie ,,1” se scade limia intar inmultitd cu lp, 1= 3,4, ... n;
in cazul in care a,,'" = 0, se schimba a doua linie cu o alta, care si aiba al
doilea element nenul, dupa care se procedeazi la cele de mai sus. Rezulta,

astfel, dupa o noua renotare, o altd matrice de forma

(. (2) (2) (2) 1w (2)
ap a2 e Ay 1 by
— 0 a,,? . oa,@:ip 2
Af.z] _ 22 2n : 2 : {4)
@y (@
L0 0 e A by



v" se continud aplicarea procedurii pand cdnd, dupd n-/ pasi, se obtine

matricea
a“{ﬂ—ll alZ{H_” B alnfﬂ—”i bl{ﬂ—ll
A-D _ 0 aﬂ[n—ll 32n(n_1]; b:!(n_n ., (5)
SR
in care toate elementele de sub diagonala a;,"™", a,,™", . . . a,.™" sunt nule.

Daci se renuntd, in notatiile din aceastd ultimi matrice, la exponentii care indica
numarul pasului si se reface, pe baza ei, sistemul de ecuatii, rezulta:

all = X| +312 'Xz +...........+aln_1 -Xn_l +aln 'xn =b1
dyy - Xo +.........+32n_1 Xl +32n "X = b2

Ap_qn-1 " Xpg T, gn X, =bn—1

dpp ~Xp =bn

v" din ultima ecuatie a sistemului (6) se determina x,, dupa care, inlocuind in
penultima ecuatie pe x,, se determina x,,; si asa mai departe, pana cand, in
final, se inlocuiesc in prima ecuatie valorile, deja aflate, pentru x,,
X3, . . . X, 81 se calculeaza x;.

Conform [11], numarul N de operatii aritmetice simple necesar a fi
efectuate pentru rezolvarea, prin metoda Gauss, a unui sistem de ecuatii liniare
de rang n este
B 4n® —n

3

N (M

Metoda Gauss, fiind o metoda directd, conduce la gisirea solutiei
exacte a sistemului, in masura in care acesta este compatibil.



Exemplu de aplicare
2xX, + %, +x, =11
Si se rezolve sistemul {4x, +3x, +10x, =28.
2%, +4x, +17x45 =31

2 1 31
Se construieste matricea extinsd a sistemului, A=|4 3 10 28 .
2 4 17131
Se calculeazd multiplicatorii 15, =3A=i=2, I, =ai=z=l s1 se
an 2 dyp 2

efectueaza operatiile L, - 15, - Ly si Ls - I31 - Ly (unde L; inseamna linia ,,i™").

21 3011
Rezulta Km =0 1 4 6 |; se calculeaza, apoi, multiplicatorul
0 3 14! 20
a,,) 3
0= nm =T=3 si se efectueazi L; - 155+ L,, dupa care se obtine
a7
21 3:11
AY = 1 4 6 |. Sistemul initial poate fi rescris, acum, sub forma
00 22

2X, + X, +3x, =11
X, +4x5 =6. Urmeazi imediat, din ultima ecuatie, x; = 1, apoi, din a
2x4 =2
doua, x; =2 si, in fine, din prima ecuatie, x; = 3.
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