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CAPITOLUL 17

MISCAREA NEPERMANEN TA A LICHIDELOR
CU SUPRAFATA LIBERA

17.1. CONSIDERATII GENERALE. TIPURI DE UNDE

In albiile naturale si artificiale regimul de curgere se modifica
continuu datoritd variatiei in timp a unor conditiilor naturale - infiltratii,
precipitatii, evaporatii, precum si conditiilor de exploatare a albiilor -
consumuri de apa, ecluzari, barari etc. Cu exceptia precipitatiilor care produc
scurgeri importante, conditiile naturale pot fi in general neglijate in analiza
regimurilor de curgere 1n albii. Modul de exploatare al albiilor este cel care
determind de fapt regimul de curgere in albii.

Variabilitatea conditiilor naturale si a modului de exploatarea albiilor
fac ca regimul de curgere sa fie nepermanent, respectiv migcarea apei sa fie
variabila in timp, fapt ce determind aparitia unor unde a caror principala
caracteristica este ca tranporta debit (unde de translatie).

Regimul de curgere nepermanent se considera gradual variat daca
undele de translatie sunt /longitudinale (miscarea are loc preponderent pe
directia canalului) si de addancime redusa (intreaga sectiune transversala fiind
afectatd de deplasarea perturbatiei). Regimul de curgere nepermanent se
considera rapid variat cand apar unde cu front abrupt (in general la miscarea
brusca a stavilelor, ruperi de baraje etc).

Undele pot fi directe (cand se propaga spre aval) si inverse (cand se
propagd spre amonte). Dacd o unda determind suprainaltarea nivelului
suprafetei libere a apei se numeste unda pozitiva, iar daca determina coborarea
nivelului suprafetei libere se numeste unda negativa. Atat undele directe cat si
inverse pot fi pozitive sau negative.

In canale se pot intalni urmatoarele tipuri de unde (fig. 17.1):

- unda pozitiva directa (unda de umplere), apare cand debitul creste
intr-o sectiune amonte (fig. 17.1.a.);

- unda pozitiva inversa (unda de stavilire), apare cand debitul se
reduce intr-o sectiune aval (fig. 17.1.b.);

- unda negativa directa (unda de flux), apare cand debitul se reduce
intr-o sectiune amonte (fig. 17.1.c.).

- unda negativa inversa (unda de golire), apare cand debitul creste
intr-o sectiune aval (fig. 17.1.d.).



288 Bartha losif, Javgureanu Vasile, Marcoie Nicolae

Corpul undei

Pozitia initiala a
suprafetei libere Limita undei

Frontul undei

\
—_— _

\
%
a) .

Pozitia initiala a Pozitia initiala a

Suprafetei libere suprafetei libere
Limita undei

Limita undei

d)

Fig. 17.1. Principalele tipuri de unde in miscare nepermanenta cu suprafata libera
17.2. ECUATIILE MISCARII NEPERMANENTE iN ALBII
17.2.1. Ipotezele care stau la baza modelului unidimensional

In miscare nepermanenti viteza apei are componente si in planul
sectiunii transversale a albiei, iar pentru modelarea matematica a miscarii
nepermanente este necesar sa se apeleze la schematizari simplificate, care sa
incorporeze doar aspectele cu influenta esentiala asupra proceselor reale si, de
multe ori sa se ignore cele de importantd secundara.

Dupa ce se stabilesc ecuatiile ce modeleaza procesul fizic in aspectele
lui principale, tratarea lor matematica sau numerica nu altereaza natura fizicd a
procesului analizat daca tratarea respectiva este executata corect.

De obicei se realizeaza o schematizare unidimensionala, astfel incat
curgerea nepermanenta in albii este descrisd prin evolutia n timp, in orice
sectiune transversald, a doua variabile dependente si anume: cota suprafetei
libere a apei y (sau adancimea apei /) si debitul O (sau viteza medie in sectiune
V). Aceste variabile dependente definesc starea miscarii in raport cu doua
variabile independente: pozitia spatiald in lungul albiei x (fatd de o origine
aleasd convenabil) si timpul ¢ (fatd de momentul aparitiei perturbatiei).

Asadar sunt necesare doua ecuatii care sd lege intre ele variabilele
dependente si independente care apar In curgerea nepermanenta in albii. Aceste
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doua ecuatii provin din legile de conservare ale masei, cantitatii de miscare si
energiei mecanice.

Ipotezele care stau la baza modelului unidimensional, impreuna cu
ecuatiile ce descriu migcarea unidimensionala nepermanenta au fost formulate
de Barré de Saint-Venant la 1871 la Academia Franceza in lucrarea: “Théorie
et equations generales du mouvement non-permanent des eaux courantes”, $i
sunt:

- curgerea este unidimensionald cu viteza uniforma in sectiune
transversala si suprafata libera orizontala in directia transversala;

- curbura liniilor de curent este redusa si acceleratiile dupa verticala,
neglijabile, astfel incat distributia de presiune in sectiune transversald este
hidrostatica;

- efectele turbulentei si a frecarilor cu patul albiei sunt descrise de
relatiile identice cu cele din miscarea permanenta;

- panta medie a canalului in lungul curentului este suficient de redusa,
astfel Incat se poate aproxima cos « cu orizontala si sin a = tg a =Sp;

- forma sectiunii transversale a canalului se admite arbitrara si
variabild in lungul albiei, dar cu variatii lente care sa nu afecteze puternic
curbura liniilor de curent;

In literatura de specialitate ecuatiile miscirii nepermanente in albii
deschise sunt denumite ecuatiile Saint-Venant. Pentru analiza miscarii apei in
canale se pot utiliza mai multe forme ale ecuatiilor Saint-Venant, care, fata de
forma lor initiald, au suferit in timp generalizari si imbunatatiri.

17.2.2. Forma integrala a ecuatiilor Saint-Venant

Pentru deducerea formei integrale a ecuatiilor Saint-Venant se
considerad (fig. 17.2.) un volum de control in domeniul (x, #) delimitat de doua
sectiuni transversale (plasate la pozitiile x = x; i x = x> in lungul curentului) si
incadrat intre doua momente consecutive de timp (¢ = ¢; si respectiv ¢ = £2 ).

Dupa Cunge, forma integrald a ecuatiei de continuitate (conservarea
masei) deriva din urmatorul enunt: cantitatea neta de masa intrata in volumul
de control in intervalul (t; + t2) trebuie sa fie egala cu masa volumului
acumulat in volumul de control in acelasi interval.

Egaland cantitatea de masa intratd cu masa volumului de control in
intervalul (¢, +#2), rezulta forma integrala a ecuatiei de continuitate pentru un
fluid incompresibil:
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fMQ—Ath=f&L;4&Qwh (17.1)

in care V este viteza considerata uniforma in sectiune transversala, iar 4 - aria
sectiunii vii. V' si 4 sunt functii de x si ¢, astfel incat debitul va fi:

O=A4-V=0xt (172)

Relatia (17.1) reprezinta forma integrala a ecuatiei de continuitate.
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Fig. 17.2. Schema pentru deducerea ecuatiilor migcarii nepermanente

Notatiile din fig. 17.2. au urmdtoarele semnificatii: F), — forte de
presiune exercitate In sectiunile transversale x; si x2, F, — forte de presiune
datorate neuniformitatii sectiunii transversale in lungul albiei, ', — componenta
greutatii proprii a masei de apa din volum, orientata dupa axa x, Fy— forte de
rezistenta datorate vascozitatii si frecdrilor la patul albiei, zr— cota fundului
albiei fatd de un plan de referintd, z — cota suprafetei libere a apei 1n canal,
h —adancimea apei 1n albie, B — latimea la luciul apei,  — adancime oarecare a
apei, d¢ — cresterea infinitezimala a adancimii apei, b(S) — latimea albiei la
adancimea ¢&.
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Definind cantitatea de miscare ca produsul dintre masa si viteza, iar
fluxul (sau debitul) de cantitate de miscare ca produsul dintre debitul masic
(pVA) si viteza V, forma integrald a ecuatiei de conservare a cantitatii de
migcare deriva din urmatorul enunt: modificarea cantitatii de miscare din
volumul de control in intervalul (t;+t2) trebuie sa fie egala cu fluxul net de
cantitate de migcare intrat in volumul de control pe acelasi interval, plus
integrala fortelor exterioare ce actioneaza asupra volumului de control, pe
intervalul (t;+t2).

Plecand de la acest enunt se obtine forma integrala a ecuatiei de
conservare a cantitatii de migcare (17.3):

[, -0, )-dx=[[(©Q-V). ~(Q-V), Jdt+g[[d,), ~(,), Jdi -
N ; g (17.3)

X, )X,
—g”]2 -dx~dt+gf IA(S,) —=S8,)-dx-dt
t,x; 1, x;
unde /; si > sunt notatii si au valorile:
h(x)
1= [plh(x)-&] -b(x,9)-d&
0

si

hx)
1= ] [h(x)—é/(%j dz,
h=const

0
unde Sy reprezinta panta fundului albiei si Sy— panta de frecare.

Ecuatiile (17.1) si (17.3) sunt ecuatiile integrale care guverneaza
curgerea unidimensionald i nepermanenta, In schematizarea presupusa de
ipotezele lui Saint-Venant. La deducerea lor s-a impus condifia ca variabilele
dependente (Q sau V'si & sau y) sau marimile hidraulice care depind de acestea
(4, B, Sretc.) sa fie functii continue si/sau derivabile §i nu s-a limitat volumul
de control din domeniul (x, ¢) la dimensiunile infinitezimale dx si respectiv dft.

Forma integrald a ecuatiilor Saint-Venant este foarte rar utilizata in
aplicatii practice, deoarece integrarea ecuatiilor in aceastd forma este foarte
dificila. De cele mai multe ori se utilizeaza forma diferentiala a acestor ecuatii,
mult mai usor de aplicat practic. In paragraful urmator se prezinti forma
diferentiald a acestor ecuatii.

17.2.3. Forma diferentiala a ecuatiilor Saint-Venant
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Aceste forme ale ecuatiilor diferentiale se deduc din formele integrale
(17.1)51(17.3) daca se admite ca variabilele dependente si marimile influentate
de ele sunt functii continue si derivabile in raport cu variabilele independente x
sit.

Prin dezvoltari in jurul valorilor de la momentul initial #;, sau
respectiv din sectiunea amonte x;) si retinand doar primii doi termeni ai acestor
dezvoltari, prin prelucrari ulterioare, formele diferentiale ale ecuatiilor
Saint-Venant, (dupa R. Popa), devin:

- pentru ecuatia de continuitate:

A
oA + Y =0; (17.4)
ot Ox
-pentru ecuatia de conservare a cantitatii de miscare (dinamica):

o0 8(0-v) (6}1 j
=4 = Jiog. 4| —-85. |+9-4-S,=0 17.5
o ax 2\ e C0)TEA (172)

unde semnificatia termenilor de mai sus este aceeasi ca si pentru forma
integrala.

Formele diferentiale ale ecuatiilor Saint-Venant pot fi scrise si In
forme echivalente pentru alte perechi de variabile, prin simple transformari
matematice, plecand de la relatiile (17.4) si (17.5). Astfel:

- variabile dependente sunt debitul Q(x,#) si adancimea apei A(x,);

oh 190 _, (17.6)
ot B ox

o0 o (0’ oh

ELONE e a| D ig oals,-5,)=0 17.7
6t+6x[AJ+g (6x]+g (5,-5) 77

- variabile dependente sunt debitul Q(x,?) si cota suprafetei libere a
apei y(x,1);

»y, 10 _, (17.8)

ot B ox

o9 o0’ y

=i | = |40 4| = |+g-4-S,=0 17.9

o Gx[AJg (Gx By (7o)
- variabile dependente sunt viteza V(x,?) si adancimea apei h(x,);

ot B ox ox B\ox h=const

v av ok
o ox e ® ( s ") ({7.10)
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- variabile dependente sunt viteza V(x,?) si cota suprafetei libere a apei

y(x,1)
ot B ox Ox B\OX ))_ronst
oV oV Oy
o ox Sex S (1719

Perechile de ecuatii de la (17.6) la (17.13) sunt echivalente doar in
cazul migcarilor nepermanente gradual variabile si daca variabilele dependente
si marimile ce depind de aceste variabile sunt functii continue si cel putin o
data derivabile in raport cu variabilele independente x si ¢. Alegerea uneia sau
altei forme este in functie de problema ce trebuie rezolvata.

17.2.4. Forme generalizate ale ecuatiilor Saint-Venant

In practica hidrotehnica sunt multe situatii de curgeri care nu satisfac
in totalitate ipotezele ce stau la baza modelului unidimensional in baza caruia
au fost deduse ecuatiile Saint-Venant. Acest lucru se datoreazd faptului ca
albiile naturale nu au o rugozitate constanta in sectiune transversala, viteza nu
este constantd 1n sectiune transversald, frecdrile cu patul albiei minore si
majore au valori diferite, curbura si panta patului albiei pot prezenta variatii
bruste. Din acest motiv s-a Incercat adaptarea acestor ecuatii astfel incat sa se
poata modela cat mai fidel procesele respective.

Daca albia nu are rugozitate constanta in sectiune transversald (ce
conduce la viteza neuniforma in sectiune transversald), ecuatia de conservare a
cantitatii de miscare trebuie corectata cu coeficientul lui Boussinesq, astfel:

ot A
unde debitul Q este produsul dintre viteza medie pe sectiune si aria acesteia, iar
s este coeficientul Boussinesq:

B
jvj'hy-dy
o

2
a—Q+2 ﬂBQ +gA%+gASf:0 (17.14)
ox Oox

= 17.1
IBB VZA ( 7 5)
unde s-a folosit V pentru viteza medie in sectiune (Q = V-A), iar v $i h,
reprezintd viteza medie pe verticald si, respectiv, addncimea la distanta
transversala y fata de malul de referinta.
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In cazul existentei unui aport lateral de debit, notand cu ¢ debitul
lateral afluent pe unitatea de lungime de albie (exprimat in m?/s), ecuatia
dinamica devine:

GQ 0
81 Oox

2
{ﬂg ] [%wfj—gA-D—Vq:o (17.16)

unde D are expresii diferite, in functie de natura debitului lateral.

La albii de latimi mari, trebuie tinut cont de fortele de rezistenta
exercitate pe suprafata apei de catre vant, care pot sa aiba o pondere Insemnata
in bilanful cantitatii de miscare. Efectul vantului a fost introdus printr-un nou
termen in ecuatia dinamica sub forma:

0’

‘2? 0 [ﬁB }r A[g—JrSf) gAD—Vq—&-BW? -cosa,, =0 (17.17)
unde W este viteza vantului, al carei vector face unghiul o, cu sensul pozitiv al
axei Okx, iar & este coeficientul adimensional de rezistenta datorat vantului.

Aportul lateral de debit determind modificarea ecuatiei de continuitate,
iar aceasta trebuie completatd cu un nou termen astfel:

oz 6Q
B at o q=0 (17.18)

Ecuatiile (17.17) s1 (17.18) au fost obtinute pe baza altor ipoteze decat
cele in care au fost obtinute perechile de ecuatii de la (17.6) la (17.13) si nu
sunt echivalente.

Termenii sau coeficientii care apar in ecuatiile Saint-Venant pot fi
precizati astfel:

Panta de frecare Sy, se poate calcula ca pentru migcarea uniforma, sub
forma:

2 0’ 0’
Sy R LR K (17.19)
in care C este coeficientul Chézy, R - raza hidraulica, K - modulul de debit
(debitanta), iar V - viteza medie in sectiune transversala.

Coeficientul Chézy poate fi exprimat, fie prin intermediul
coeficientului Strickler - K, fie cu ajutorul coeficientului de rugozitate
Manning - n, astfel incat modulul de debit va fi:

K=K, AR san K=1 4R (17.20)
n

si K=K(h) sau K=K{(z).
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Pentru o albie cu rugozitate neuniforma in sectiune transversala,
problema coeficientului Chézy se trateaza ca pentru cazul miscarii uniforme.
Termenul Syva apare in ecuatia dinamica sub forma:

o9
S, ==, (17.21)
S K2
Pierderile prin frecare sunt cuantificate cu semnul adecvat, in functie
de sensul curgerii pe albie la un moment dat. Deci, daca se foloseste formula

Manning pentru coeficientul Chézy, ecuatia (17.17) se va scrie:

ot 4 R A’R*P

Problema afluentilor se poate trata diferit functie de marimea acestora
comparativ cu albia principala. Pentru un afluent cu debit mic, aportul lateral se
poate introduce sub forma unui debit distribuit ¢ = Q./4x, unde Q, este debitul
afluentului, iar Ax, este un segment de albie de lungime redusa din jurul
confluentei. Pentru un afluent de dimensiuni apreciabile, analiza regimului
nepermanent pe cursul inferior al afluentului, se poate trata ca o problema de
migcare nepermanenta pentru un sistem de albii interconectate.

Coeficientul de rezistenta datorat vantului & se exprimad in functie de
densitatea apei p, densitatea aerului p, si un coeficient de frecare la suprafata
cr, prin relatia:

E=c, Le (17.23)
Yo,

2 2
@+§(ﬁ3 0 j+gA6—i+gA%—gAD—VQ—§-BWZ -cosa,, =0 (17.22)

Dificultatea consta in evaluarea corecta a coeficientului de frecare cr
care, conform experientelor, depinde nu numai de adancimea apei, ci si de
inaltimea si celeritatea undelor de suprafata (valuri) create de vant. Valorile
reprezentative ale lui se plaseaza In domeniul cz = (1,5 + 2,6)1073, pentru
vanturi de la slabe spre puternice.

17.2.5. Forme simplificate ale ecuatiilor Saint-Venant

De multe ori este posibil sa se obtind forme simplificate ale ecuatiilor
de curgere, forme adecvate pentru modelarea mai multor situatii fizice Intalnite
in practica hidrotehnica. Daca problemele analizate admit simplificari, se poate
reduce efortul pentru analiza comportamentului sistemului analizat - in raport
cu factorii esentiali care il influenteaza.

Ecuatia dinamica (17.11) se poate scrie sub forma:



206 Bartha losif, Javgureanu Vasile, Marcoie Nicolae

S;=8— - (17.24)

si neglijand ultimul termen din membrul drept se obtine ecuatia dinamica
valabila in migcarea permanenta si neuniforma, adica:

Sp=8———= (17.25)

Renuntand si la ultimii doi termeni din membrul drept al ecuatiei
(17.25) se obtine:

Sy = So, (17.26)
Aceasta ecuatie este valabild in miscarea permanenta si uniforma, la care panta
liniei energiei, panta suprafetei libere si panta fundului sunt egale intre ele.
Ecuatia debitului devine:

0=K.[S, =K\, (10.27)
adica ecuatia miscarii permanente si uniforme.

Un alt mod de abordare a simplificarii ecuatiilor Saint-Venant se
bazeaza pe analiza ordinului de marime al termenilor din ecuatia dinamica.
Fiecare termen din ecuatia (17.13) scrisa sub forma:

1oV VoV oz
go gox Ox

1oV e . P
* _8_ reprezintd panta liniei energiei datorata variatiei vitezei in
t

g
timp (acceleratiei);
vev_o(v? o
——=—| — | reprezintd panta datoratd sarcinii cinetice in
g ot ox\2g

spatiu, din migcarea permanenta;

+S8, =0, reprezintd o panta, si anume:

*

0z . -
* P reprezinta panta suprafetei libere;
X

* Srreprezintd panta de frecare, datorata rezistentei la curgere opusa
de frecarile vascoase si la maluri.

Primii doi termeni sunt termeni inertiali (sau pante de accelerare) si
existd situatii de curgere nepermanenta pe albii naturale, in care pondera lor
este neglijabila.

Astfel renuntand la diversi termeni din ecuatia dinamica se obtin
modele simplificate.
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Modelele rezultate din ecuatia dinamica (17.7) in variabile dependente
O si h, prin renuntarea la unii termeni sunt prezentate mai jos:

o0 o (0? oh
EL O hea|Lrg (s, —s,)=0
6t+6x(AJ+g (ax}rg (5,-5))

Modelul undei cinematice

Modelul undei de difuzie fara inertie

Modelul undei de difuzie cu inertie convectiva

Modelul dinamic complet

Modelul undei cinematice se obtine prin neglijarea termenilor inertiali
si de presiune si este utilizat mai ales Tn analize hidrologice.

Modelul undei de difuzie este o ecuatie cu derivate partiale de tip
parabolic, si poate constitui o aproximatie buna pentru analiza remuurilor in
albii barate de diverse constructii.

17.2.6. Forme liniarizate ale ecuatiilor Saint-Venant

Ecuatiile miscarii nepermanente in albii in formele date dela (17.6) la
(17.13) sunt sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul doi de tip hiperbolic, care
pentru rezolvare pot fi transformate in ecuatii liniare de ordinul doi cu
coeficienti constanti. Metoda de liniarizare a acestor ecuatii este bazata pe
teoria oscilatiilor de mica amplitudine, care porneste de la ipoteza ca toate
elementele hidraulice ale miscarii oscilatorii sunt mici si ca, in consecinta,
patratele acestor marimi si produsele lor sunt neglijabile, fiind infinti mici de
ordin superior, in raport cu marimile care contin factor o marime perturbatie.

Liniarizarea ecuatiilor migcarii, permite gasirea unor solugii generale
utilizdnd metode analitice de calcul.

Plecand de la forma ecuatiilor Saint-Venant in variabile Q si y, notdnd
cu indice zero toate marimile de referinta ce caracterizeaza regimul permanent,
respectiv Qo, ho, Ao, Vo, Ko si cu litere mici marimile numite perturbatii, g, ¢ a,
v, k, la un moment dat, #, ca urmarea a variatiei consumului sau a perturbatiei
induse artificial, marimile corespunzatoare vor fi O, h, 4, V, K:

QO = Qo+ g — debitul scurs,

h = hyo + {— adancimea curentului,

A = Ap + a — aria sectiunii de scurgere,
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V =V + v— viteza curentului,

K = Ky + k—modulul de debit.

Problema a fost tratata diferit functie de cum este orientata axa x fata
de sensul curgerii.

1°. Cand axa x este orientatii in sensul curgerii

In conditiile starii de miscare permanenti, ecuatiile miscarii in
coordonate Q si Y au expresia:

%+&.%+Q_g—0

o g o K. (17.26)
Q, = const

In conditiile producerii perturbatiilor, ecuatiile Saint-Venant pot fi
scrise sub forma:

oY of 1 ov (Vy+v) 0Vy+v) (Qy+a) _,

2
Os 0Os g ot 2 g Os (K, +k) (17.27)
o+ (©Q+9) _,

Ot 0s

Stabilind expresiile derivatelor ce intra in ecuatia (17.27) si eliminand variabila
v, ecuatiile liniarizate devin:
- ecuatia de continuitate:
B, -%+a—q=0 (17.28)
ot Os
Ecuatia dinamica:

2 2 2
%-(CZ—V()z)-a—é’-FZ-VO' 0 é/ + .%-Fa-%zo (1729)

or’ s’ Os - Ot ot Os
in care:
2 Ay
cC=g-—=gh (17.30)
B,
unde ¢ (m/s) este celeritatea,
2
. . 2.
a=J, 4% si p=J,=E, (17.31)
hy Vo

cu dimensiunile: o (m/s°) si S (1/s), iar y este exponentul hidraulic al albiei.

2Y. Cand axa x este orientati in sensul contrar curgerii
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Adoptand un nou sistem de referintd 1n care axa x este orientatd in
sens invers curgerii si schimband semnul pantei hidraulice Jy = - Jy, precum si
a vitezei in miscare permanenti Vy = - ¥y, folosind aceleasi notatii pentru ¢’, o
si S, ecuatia dinamicii devine:

2 2

T (2r2) S oy, O g, 5 a0 1132

ot Os a5 ot Os

In ecuatia de continuitate nu apar mod1ﬁcar1, astfel incat ea ramane in
forma (17.28).

17.3. METODE DE INTEGRARE ALE ECUATIILOR
SAINT-VENANT

Ecuatiile Saint-Venat sunt in fapt un sistem de ecuatii cu derivate
partiale de ordinul 2, neliniare, de tip hiperbolic.

Solutionarea pe cale analitica a acestor miscari este foarte complicata,
pentru gasirea solutiilor in probleme ingineresti, insd a fost realizatd de
cercetatori romani, aplicand calculul operational cu transformata Laplace
asupra ecuatiilor miscarii sub forma liniarizata (S. Hancu, Lucica Rosu s.a).
Metodele analitice au avantajul ca sunt mai expeditive decat cele numerice si,
in plus, oferd mijloacele unei analize calitative, globale, a fenomenelor
hidraulice analizate.

Solutionarea pe cale numerica a ecuatiilor Saint-Venant presupune
gdsirea unei serii de valori numerice ale variabilelor dependente V (sau Q) si A
(sau y), pe baza cérora se poate construi distributia lor in timp si spatiu.

Metodele numerice admit ca necunoscute valorile variabilelor
dependente, dintr-un numar finit de puncte (nodurile de retea) din domeniul
(x, t) de interes. Metodele numerice prezinta avantajul ca reproduc mai fidel
fenomenul fizic studiat decat metodele analitice (deoarece 1n aplicarea
metodelor numerice nu se fac ipotezele simplificatoare asupra ecuatiilor
migcarii asa cum se intdmpla cand se aplicd metode analitice). Ele au insa
dezavantajul ca ofera rezultate doar intr-un numar limitat de puncte, selectate
in raport cu precizia de calcul dorita, spre deosebire de metodele analitice la
care solutia cuprinde toate punctele din domeniu.

Ecuatiile cu derivate partiale se inlocuiesc printr-o serie de ecuatii
algebrice numite ecuatii de aproximare (sau ecuatii discretizate), avand ca
necunoscute valorile discrete (din nodurile de retea) ale variabilelor
dependente. Ecuatiile de aproximare se pot obtfine pe doud cdi matematice
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distincte, fie prin metode bazate pe dezvoltari in serii Taylor, fie prin metode
bazate pe integrare.

Metodele bazate pe dezvoltari in serii Taylor genereaza asa numite
scheme (metode) cu diferente finite care pot fi de tip explicit sau implicit.

Metodele bazate pe integrare includ fie formulari bazate pe metode
variationale, fie formulari bazate pe reziduuri ponderate.

Probleme din hidraulica albiilor deschise se abordeaza cel mai
frecvent prin metode cu diferente finite (MDF).

Datorita naturii hiperbolice a sistemului de ecuatii, se poate aborda
problematica ecuatiilor Saint-Venant printr-o metoda specificd numita metoda
caracteristicilor (MC) — devenita in ultima vreme metoda etalon la care se
raporteaza noile metode de integrare a ecuatiilor miscarii.

Metodele bazate pe scheme in diferente finite, desi permit calculul
parametrilor miscari (cote si debite) Intr-un numar finit de puncte din domeniul
de interes (x, ¢), prezinta avantajul unei relative usurinte in programare, precum
si analiza ecuatiilor miscarii in forma cat mai completa. Schemele de tip
implicit sunt cele mai avantajoase pentru aplicatii practice deoarece nu sunt
supuse criteriului de stabilitate a algoritmului.

Alegerea uneia sau alteia dintre metodele mentionate anterior, rdiméane
la latitudinea utilizatorului in functie de problema concreta ce trebuie rezolvata,
insd trebuie asiguratd corectitudinea calculelor si corecta interpretare a
rezultatelor.

17.4. NOTIUNI PRIVIND CARACTERISTICILE.
CONDITII INITIALE SI LA LIMITA

Ecuatiile Saint-Venant in formele diferentiale de la (17.6) la (17.13)
descriu conservarea masei si a cantitatii de miscare in termeni cu derivate
partiale ale variabilelor dependente. Determinarea acestor variabile dependente
se face de cele mai multe ori pe cale numerica. Dintre metodele de integrare pe
cale numerica, metoda caracteristicilor descrie mai bine propagarea in lungul
curentului a undelor singulare cu discontinuitati, cand se mengine caracterul
lent variabil in timp si spatiu al miscarii.

Se defineste ca perturbatie fie discontinuitatea derivatiei unei
variabile dependente (cum ar fi ch/dx sau AQ/ct), fie discontinuitatea unor
parametri fizici (panta fundului, dimensiuni geometrice, rugozitate etc.) din
ecuatiile Saint — Venant.
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Orice perturbatie aparutd la momentul ¢ = 0 Intr-o sectiune x = xa pe
albie, se propaga in timp spre aval si spre amonte dupa traiectoriile reprezentate
prin curbele C* si respectiv C din planul (x,7) (fig. 17.3). Perturbatia respectiva
va influenta starea miscarii in domeniul (x,7) cuprins intre cele doua curbe,
numit domeniul de influenta al punctului M. Pe de altd parte, conditiile curgerii
intr-un punct P(x,?) din planul (x,#) sunt influentate doar de perturbatiile care
apar in domeniul SPD delimitat de axa 0 - x si curbele C* si C ce se
intersecteaza in P (fig. 17.3.b). Orice s-ar intampla in afara acestui domeniu de
dependenta nu afecteaza starea miscarii din P.

ti ti

domeniu de
influenta

- X \ —
XM S D

Fig. 17.3. Propagarea perturbatiei in curgerea pe albie

Dacd perturbatia apare ca unda de micd amplitudine Intr-o curgere cu
adancime redusa, curbele C* si C” dupa care se propaga aceasta in planul (x,7)

T . . A
se numesc caracteristici, iar celeritatea ei este ¢ = gE , (cu 4/B = H,

adancimea hidraulica - egala cu adancimea pentru albii dreptunghiulare).
Ecuatiile caracteristicilor sunt date de:

dx A
—=V+t R— 17.33
7 \& 2 ( )

si acestea sunt corecte in cazul micilor perturbatii dar incorecte pentru unde cu
front abrupt, la care apare o discontinuitate a variabilei dependente Insdsi, in
spetd a adancimii apei (cazul ruperilor de baraje sau stavile ridicate
instantaneu).

Cele trei regimuri de curgere definite in raport cu starea critica, se
diferentiaza si prin alura caracteristicilor din planul (x, ¢), (fig. 17.4).
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In regimul lent de miscare, celeritatea perturbatiei este mai mare decét
viteza medie a curentului (/g4/ B)V
este influentatd de conditiile din amonte cat si din cele din aval (fig. 17.4.a).

La curgere critic(/g4/B =|V

propagare devine nuld iar caracteristica corespunzatoare - de exemplu C- in
(fig. 10.4.b) apare ca o dreapta verticald in planul (x, 7). In acest caz starea din
P nu este influentata de conditiile de curgere din aval de la x > xp.

Pentru regimul rapid de miscare (/gA/ B (|V

sunt orientate in acelasi sens (spre aval pentru unde directe si spre amonte
pentru unde inverse), iar starea lui P nu este influentata de conditiile din aval
(curgere in sensul pozitiv al axei 0x) sau amonte (curgere inversa).

c P
P ct % \
v U C) L A) %

x 7 by 3

), iar starea miscarii din punctul P(x,?)

), una dintre vitezele caracteristice de

), ambele caracteristici

Fig. 17.4. Structura caracteristicilor functie de regimul de curgere
a). regim lent, b). regim critic, ¢). regim rapid de miscare

Pentru integrarea ecuatilor miscarii trebuie precizate conditiile initiale
si la limita domeniului de analiza a curgerii (conditii la limita sau de contur).

Marimile debitelor si adancimilor apei pe un tronson de albie la
momentul (¢ = 0), constituie conditii initiale ale problemei miscarii
nepermanente.

In cazul tronsoanelor de albie ce nu sunt delimitate la nici o
extremitate de constructii care pot introduce discontinuitdti in curgere (caz in
care pot sd nu mai fie respectate ipotezele care au stat la baza deducerii
ecuatiilor Saint-Venant), se poate considera miscare permanenta si uniforma,
astfel incat in fiecare sectiune debitele sunt egale cu debitul de la capatul
amonte al tronsonului la timpul (z = 0), si adancimile sunt egale cu adancimea
normala.

In cazul in care un tronson este delimitat la o extremitate de
constructii care introduc discontinuitati in curgere (stavile, praguri, deversoare,
ramificatii, prize etc), atunci se poate considera pe tronson miscare permanenta
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gradual variata corespunzatoare debitului egal cu debitul prin acele constructii.
Prin integrarea ecuatiei miscarii permanente gradual variate se obtin adancimile
apei 1n sectiunile de calcul, care, impreuna cu debitele, considerate egale cu
debitul prin acele constructii in fiecare sectiune, constituie conditiile initiale ale
problemei pe tronsonul respectiv.

Conditiile la limita sunt de trei tipuri: Q = Q(t) —dat, sau h = h(t)—dat,
sau Q = Q(h) — dat.

Daca pe albie existd diverse constructii, aceasta se imparte in
tronsoane astfel incat fiecare tronson sa fie delimitat de una dintre extremitatile
canalului si/sau de citre o constructie. Impartirea albiei in tronsoane in acest
mod este impusa de faptul ca debitele de la extremitatile acesteia, debitele prin
respectivele constructii constituie conditii limita (sau de contur) pentru fiecare
tronson 1n parte. Astfel tratarea tronsoanelor poate fi efectuata secvential — pe
aceste tronsoane fiind respectate ipotezele Saint Venant.

Sectiunile cu discontinuitati se mai numesc §i jonctiuni interne, iar
relatiile care pot fi scrise intr-o astfel de sectiune se numesc si conditii la limite
interne sau conditii de compatibilitate, si in general sunt date de legea de
conservare a masei (ecuatia de continuitate) si de legea de conservare a
energiei.

In ceea ce priveste debitele de la capitul amonte al albiei si ale
constructiilor din canal, valorile acestora de regula se cunosc sau sunt date
tabelar; la un timp curent valorile debitelor pot fi determinate prin interpolare -
liniard, spline cubica etc.

17.5. SCHEME CU DIFERENTE FINITE PENTRU
INTEGRAREA ECUATIILOR SAINT-VENANT

17.5.1. Principiul metodei cu diferente finite

Principiul metodei cu diferente finite 1l constituie inlocuirea functiilor
cu variabile continue prin functii definite de un numadr finit de puncte din
domeniul de interes. Aceste puncte discrete alcatuiesc reteaua de calcul, iar
functiile de argument discret asociate nodurilor de retea se numesc functii de
retea. Derivatele partiale se inlocuiesc prin expresii in diferente finite, iar
ecuatiile cu derivate partiale se 1nlocuiesc prin ecuatii de aproximare cu
diferente finite de forma unor ecuatii algebrice liniare sau neliniare in raport cu
functiile de retea.
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Schemele cu diferente finite corespund diverselor maniere prin care
derivatele partiale si termenii nederivativi din ecuatiile originare se exprima cu
ajutorul functiilor de retea.

In categoria schemelor cu diferente de tip explicit intra acelea la care
variabilele dependente dintr-un nod de retea, x;, la timpul de calcul #+,, se pot
calcula folosind in totalitate datele cunoscute din cateva noduri vecine, de la
momentul de timp trecut #. In aceste scheme termenii nederivativi si derivatele
variabilelor dependente se aproximeaza astfel incat calculul variabilelor
dependente se poate face separat pentru fiecare nod, la momentul ¢+, prin
relatii explicite.

Pentru asigurarea stabilitatii solutiei trebuie respectat criteriul de
stabilitate (Courant — Friedrichs - Lewy):

At < mm[iJ (17.34)
J |V| +c

in care At este pasul temporal, Ax — pasul spatial, V' — viteza medie iar

¢ — celeritatea.

Datoritad acestei restrictii alegerea pasului de timp si spatial este
limitatd, iar raspandirea in aplicatii practice este limitata desi au un algoritm
simplu si usor de programat.

In schemele cu diferente finite de tip implicit variabilele curente
dintr-un nod de retea x;, la timpul curent de calcul #-+;, nu se pot calcula direct,
folosind in relatiile datele cunoscute de la momentul #, din nodurile vecine. In
aceste scheme termenii nederivativi si derivatele variabilelor dependente se
aproximeaza astfel incat variabilelor dependente necunoscute din nodul x; sunt
legate de cele din mai multe noduri vecine (x;+;, sau xj.; $1 xj+7) si nu pot fi
calculate decat simultan pentru toate nodurile spatiale de la momentul #+,, prin
rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare sau neliniare. Daca ecuatiile
de aproximare formeazd un sistem neliniar n raport cu necunoscutele,
rezolvarea acestuia se face iterativ pana la atingerea unui criteriu de
convergenta pe fiecare pas de timp A¢. Deoarece schemele implicite nu sunt
supuse restrictiei de stabilitate ele au cunoscut o larga dezvoltare.

17.5.2. Schema implicita in patru puncte

In continuare se prezintda o schemi impliciti pentru integrarea
ecuatiilor Saint-Venant, dedusa pentru albii prismatice trapezoidale i
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dreptunghiulare. Pentru rezolvare am ales forma diferentiald a ecuatiilor
Saint-Venant in variabile dependente Q si y, (17.8) si (17.9).
Ecuatia de continuitate fara aport lateral:

.Y 09 _, (17.8)
ot 0Ox
Ecuatia dinamica:
00 o(Q° dy
= 4| = |+g-4 =+S,|=0 17.9
o ax(A]g (6x d (79

Ecuatiile de aproximare a sistemului Saint-Venant sunt construite in
jurul punctului P intr-o celula de calcul (fig. 17.5.)
Derivatele spatiale ale ecuatiilor Saint-Venant sunt aproximate in
punctul P prin:
af 1 n+l n+l n+l n
Z-—lo. (rret = g (1-0)- (110 - 1) (17.35)
Derivatele temporale ale ecuatiilor Saint-Venant sunt
aproximate in punctul P prin:

o 1 . i ) )
a_]: At 1P (fj++1] _fj+1)+(1—¢’)'<fj + -/ )] (17.36)
iy
PAX (1-@)Ax
" (1-9)At
At P"
OAt
] j+1

@ punct necunoscut
X punct cunoscut

Fig. 17.5. Noduri de retea folosite in schema implicita in 4 puncte
Termenii nederivativi sunt aproximati in punctul P prin:

f l(q) fn++11+( ]+1)J+ 1- 9 l¢7 f]+1 f J (1737)
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unde f}' = f ( Jj-Ax, n- At); 0- coeficient de pondere temporal, ¢ - coeficient de

pondere spatial, Ax — pasul spatial, iar Az — pasul temporal.

Trebuie mentionat ca coeficientii de pondere spatiali si temporali au
valori cuprinse intre 0 si 1. Pentru ¢ = 0,5 ecuatiile (17.35) si (17.36) dau
schema clasica a lui Preissman din care rezulta: pentru 8 = 0 - schema este
complet explicitd, pentru § = 1 - schema este complet implicitd, iar pentru
6 = 0,5 — schema este implicitd centratd in 4 puncte. Cunge recomanda o
valoare # > 0,67 pentru asigurarea preciziei si stabilitdtii numerice a
algoritmului.

Introducerea schemei lui Preissman in ecuatiile (17.8) si (17.9)
conduce la ecuatiile algebrice liniare pentru fiecare perechi de puncte adiacente

( sij+l).

unde:
- AQ;, Ay; - incrementii debitului si cotei de la timpul nlan + 1 in
punctul j;

-AQ;.;, Ay;,; -incrementii debitului si cotei de latimpul nlan +1
in punctul j + 1;

- 4, B, C, D, G, 4, B,, C,, D,, G, - coeficientii ce sunt
calculati cu valorile cunoscute la timpul #.

Deoarece A = A(y) si B = B(y), variabilele dependente in ecuatiile
(17.8) i (17.9) sunt O'si y. Pentru f= Qsauf=y, pentruca f"*' = f" + AAf,
se obtine:

{Q’H—I :Qn +AQ

yn+l =yl’l +Ay
Inlocuind f"*' = f" + Af in (17.35) si rearanjand ecuatia se obtine:
af 1 n n
L= r-r7)-ols,-a, ) (1740
Similar se procedeaza pentru ecuatia (17.36):
of 1
E=A—t[q)-AfM +(1-9)-Af)] (1741)

si pentru ecuatia (17.37):
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S=0 S +-0) f; (17.42)
Pentru o functie de doud variabile F' = F(Q,y) discretizarea se poate
face astfel:

F"™ = F"+0.-AF (17.43)

AF:@.(%FJ +(1_¢).[";_§J ””'(Z_ZJ +(1_¢).[2_2J o (1744)
J+l J J+1 J

(pastrand doar derivata de ordinul 1)

Utilizand relatiile (17.40) la (17.44) in ecuatiile (17.8) si (17.9) s-au
determinat - prin identificare - coeficientii ecuatiilor (17.38) si (17.39). Toti
coeficientii sunt determinati pentru sectiunea j si pentru momentul de timp .

Astfel, aplicarea relatiilor (17.40), (17.41), (17.42) ecuatiei de
continuitate (17.8), conduce la:

oy =0y -

0 _ _

1v. BE—BE ,unde B—@'Bj.;.]'i_(]_@)'Bj
o @ I-¢
“_ ¥, o+ —L Ay,
6t At y]+1 At y]
o0 1 %

0 _
2% E—E'(Qm—Qj)+E'(AQJ+1_AQf)

Prin identificare au rezultat coeficientii ecuatiei (17.38):

0 =
A, ="—-B 17.45
17 (17.45)
1-¢p —
B, =—"-B 17.46
1T (17.46)
C1=+i (17.47)
Ax
0
D’:_E (17.48)
1
G, = E'(Qf” —Q_,-) (17.49)

Corectitudinea expresiilor coeficientilor ecuatiei (17.38) s-a verificat
dimensional.

[a]=2-77"; [B]=L-77; [c]=L": [D]=L": [G]=0*-T"
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[4)[Ay, J=LT " - L=DT";
[B]-[dy;1=LT" - L=LT"";
[C1-[AQ;, )=L"- LT =T,
[D-[AQ,1=L"- LT =T,

Ecuatia algebrica liniarizata (17.38) este omogena dimensional.

Aplicarea relatiilor de la (17.40) la (17.44) ecuatiei dinamice (17.9),
conduce la:

0 P_o. I=¢
I o At AQJ'”JF( At ]AQ
. AT
' ox\ A4 A) \ Ox A Ox
Q_1 (n _o)l. _
= (010-0 v 80, -80))

e (8e(8] 02

i
3 g4 —_g (_)[ (y/+1 ‘,)+E-(ij+,—Ay_,)}
4. g‘A-Sf=g'A~Sf+g-A~(¢9~ASf)+g-Sf-(l9~AA)
40 7 g-A'Sf=g'[§0'(A'Sf)j+1+(]_(”)'(A'Sf)jj'
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g.A.g.(ASf):g.g.@.{w.[aﬁ]jﬂ+(1_¢).(‘3S_fl]+¢.(as_fl+1+

402, oY oY o0

(1—¢)-(66S—Qf

unde s-au folosit urmatoarele notatii ajutatoare:

oS 2 2 \1+m’ B
o= 5] ‘3'(Sf)f+z'{p—‘5'(zj }
J+l J+l J+l
oS 2 2N I1+m’ B
f .
(320 B2 (2
o) 3 j P, 4);

J =g 0-p-y,+(1-0)7,+0-0,.,+(1-9)-0,]
J

gs, -9-(M):g'9'@{¢'(%jﬁz +(1_¢)'(8AM

oy oYy
= g'e'(Sf )'[(D'Bj+1 +(1—¢’)'Bj]
Din 17 + 2° + 3% + 4°= 0, prin identificarea coeficientilor, rezulti:

2
0 (0 0
A4, =g-4 -——(—J -—-Bj+1+g-9-iA}-(o-)/j+1+

43,

A \4) Ax (17.50)
g'H'(Sf)'(/"Bﬁ]
2
oY o 0
B =2l . L5 _g.(a)Lvg.0.(4) -
) (A B, g(_)Aerg (4)-(1-p)-y, + (17.51)

CZ:£+2.(Qj.%+g.g.@.(p.wﬁ] (17.52)
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I-¢ 0) 60
D, =7 22|21 (4)-(1-9) o, .
2= Aj Ax+g 0-(4)-(1-p) , (17.53)

G2:2'®'{é‘(Qj+l_Qj)}_@z'{é‘(/lj+z_“lj)}+
g(_)[ (v, -y )}g(m

S-au verificat dimensional coeficientii ecuatiei (17.39), rezultand.
[A2]=L2 T [Bz]=L2 T [C2]=T_1 ; [Dz]zT_I , [G2]=L3 T
Inlocuind in (17.39) rezulta:
[4,]- (A 1=LT 7 L=LT;
[B,]-[dy,1=L'T> - L=LT;
[C1[AQ;, =T - LT =0T,
[D,]-[AQ1=T""- LT =L'T.

Si ecuatia algebrica liniarizata (17.39) este omogena dimensional.

(17.54)

1°. Algoritmul dublului baleiaj

Ecuatiile (17.38) s1 (17.39) trebuie rezolvate in orice punct de calcul,
pentru orice pas de timp A¢ in perioada de calcul. Ele formeaza un sistem de
ecuatii algebrice liniare si pot fi rezolvate daca si conditiile la limita sunt de
asemenea liniarizate in termenii AQ si Ay, prin aplicarea oricarei metode de
solutionare.

Algoritmul dublului baleiaj este o aplicare a schemei lui Preissmann si
Cunge la ecuatiile (17.38) s1 (17.39). Prin acest algoritm se calculeaza valorile
debitelor si cotelor in punctul j la momentul de timp n+/ utilizdnd coeficienti
flotanti si relatii de recurenta intre acestia.

Presupunénd ca exista o relatie liniara de tipul

AQ; = E; Ay + F (17.55)
se poate determina o relatie Intre Ay; si incrementii variabilelor dependente Ay
s1 AQ pentru punctul j+/. Aceasta se demonstreazd inlocuind ecuatia (17.55) in
ecuatiile (17.38) si (17.39) obtinandu-se:

{ A Ay +(Bi+DE)y, +C - 40, +D; - 40, + G, =0

(17.56)
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Din sistemul de ecuatii (17.56) se poate determina o relatie intre Ay; si
incrementii variabilelor dependente Ay si AQ pentru punctul j+/.

ij =_L'ij+l _L'AQJ'H _ﬂ (1757)
B, +D,E, B, +D,E, B, +D,E,
Ecuatia (17.57) se poate scrie:
Ay;= Op- Ay + Oy A0 + Oy (17.58)
unde:
- 4,
VB +DE,
0y = S (17.59)
B, + D,E,
G+ DyF,
Y B +DiE,

Daca se elimina Ay; intre ecuatiile (17.57) si exprimand AQ;+; ca o functie de
Ayj+1 se obtine:

A0, - A,(B, + D,E; )~ 4,(B, + D,E;)

(B, +D,E,)-C,(B,+DE;) T
(G,+D,F,\B,+D,E,)-(G, + D,F,\B, + D,E,
C,(B, + D,E;)-C,(B, + D,E )

) (17.60)

S1
_ 4)(B,+D,E,)- 4,(B, + D,E,)
7 c,(B, + D,E; )~ C,(B, + DiE )
(G, +D,F,\B,+ D,E,)-(G, + D,F, \B, + D,E,)
e C)(B, +D,E, )~ C,(B, + D,E;)

Asadar exista o relatie liniara de forma indicata de ecuatia(17.55).

Este demonstrat deci cd daca relatia (17.55) este corecta pentru orice
punct j atunci este corectd pentru oricare din punctele urmatoare. Mai mult,
ecuatia (17.55) defineste cateva relatii de recurenta astfel:

(17.61)

Eiv1 =f(E;, A1, By, ...);
Fyo1 = f(E; Fy Ay, B, ..
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Coeficientii Ej+; si Fj+; se pot calcula pentru orice punct j+1 daca se
cunosc coeficientii £; si Fj, din punctele anterioare ;.
A treia relatie:

J
avand coeficientii determinati cu relatia (17.59) permite calculul valorii lui 4y;
cand incrementii Ay si AQ sunt cunoscufi in punctul j+/.

Aceste relatii de recurentd sugereaza o metoda pentru calculul lui y**/
si 0" pentru toate punctele j = 1, 2,...,N-1, N dintr-un canal. Conditiile limita
trebuie liniarizate local. Atunci conditiile limita trebuie exprimate in modul
urmator:

Pentru prima conditie limita, j = /, (la frontiera amonte) este necesara
cunoasterea relatiei AQ; = E; Ay; +F;, (altfel spus trebuie cunoscuti
coeficientii £; i F}).

Pentru a doua conditie limita, j = N, este necesard cunoasterea lui Ayy.

17.5.3. Schema explicita de integrare a ecuatiilor Saint-Venant

Aceastd metoda de rezolvare a ecuatiilor Saint-Venant conduce cel
mai repede la aflarea solutiilor ecuatiilor Saint-Venant.

Definitia schematica a unei scheme rectangulare este datd in fig. 17.6:
o retea de noduri cu punctul P, proiectat in planul (xO¢), 4x fiind distanta
spatiala si At - distanta temporala dintre punctele din retea.

t

nod curent de

calcu
p
=

L =—noduri|vecine—= R

[ AX—e=|

%j-1 X Xj+1 X
Fig. 17.6. Noduri de retea folosite In schema explicita
de integrare a ecuatiilor Saint-Venant
Conditiile cunoscute, Vi, hr si Vr, hr, la timpii ¢ = ¢, sunt utilizate

pentru exprimarea explicitd a conditiilor necunoscute, Vp, hp, dupa un pas At,
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adica la timpul ¢ = ¢ + At., unde V reprezintd viteza punctuald considerata
constanta in sectiune transversala, iar / este indlfimea apei in canal.

Derivatele partiale a ecuatiilor Saint-Venant sunt aproximate cu
ajutorul diferentelor finite astfel:

v V-V, oM hy—h,
x|, 2Ar o,  2Ax
(17.63)
vl v,-V, oH|  hy—hy,
o), At o, A

Pentru un canal prismatic, prin inlocuirea acestor ecuatii in ecuatia de
continuitate, rezulta:
At
h, =h,, +E[VM(hL —hp)+h, (V, =V, (17.64)
Apoi, prin inlocuirea ecuatiilor de mai sus in ecuatia dinamica,
rezulta:

Ve =Vu Ve-71),  (g—=hy)
+V + =glS, =S 17.65
Af Mo g IAr 4 ( 0 e) ( )
unde Sy reprezintd panta fundului, iar S, este panta energetica.
|VP| VP , . A 4/3
J, = N sl ['=—5—gAt (17.66)
R, n

unde R;preprezinta raza hidraulica in sectiunea corespunzatoare punctului P,
iar n- coeficientul lui Manning.
Simplificat, se poate scrie:
V,+TV,-TB=0 (17.67)
unde:

At At
ﬁ:{VM+EVM(VL—VR)+§E(hL—hR)+gAt SO} (17.68)

Din aceasta ecuatie rezulta:
v, = é [-r +(r7+ 4rﬂ)”] (17.69)

Metoda explicita prin diferente finite permite determinarea adancimii
apei, /p, la un timp fix, 4¢, cu ajutorul ecuatiei de continuitate scrisa anterior,
apoi se determina viteza, V), in punctul P.

Numarul si tipul conditiilor la limita necesare pentru obfinerea unei
solutii sunt descrise in partea aplicativa.
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Pentru obtinerea unei solutii stabile, este necesar intotdeauna sa se
respecte criteriul de stabilitate al lui Courant

e (17.70)
(V‘+ci
unde: Af=(tp—15) sau At=(tp—t,)
si Ax = (xp —xz) sau Ax=(xp—x; ).
17.6. UNDE DE TRANSLATIE

Asa cum s-a amintit in paragraful 17.1., migcarea caracterizata printr-o
variatie brusca a adancimii apei (cand apar unde cu front abrupt), se numeste
miscare nepermanenta rapid variatd, undele fiind numite adeseori in literatura
de specialitate — unde de translatie sau unde de inundatie. Aceste tipuri de
unde apar de obicei la deschiderea brusca a unor stavile, ecluze, in anumite
situatii de exploatare a centralelor hidroelectrice, sau in cazul ruperilor de
baraje. Tot unda de translatie se considera si fenomenul numit mascaret, dat de
un flux mareic care inainteaza pe un rau de dimensiuni apreciabile (ex. pe
fluviul Amazon).

In acest caz, ipotezele care stau la baza modelului unidimensional in
baza carora au fost deduse ecuatiile Saint — Venant nu mai sunt valabile.

Daca curbura liniilor de curent nu este neglijabild, mai mult, nu se
poate admite o distributie hidrostatica a presiunii Tn sectiune transversala,
atunci ecuatiile Saint - Venant in forma de la (17.6) la (17.13) nu mai sunt
valabile si nici consideratiile anterioare legate de aceste ecuatii.

Variatia brusca a suprafetei apei, este determinata de o variatie brusca
a debitului AQ (fig. 17.7).

Aceasta variatie brusca (perturbatie) este unda de inundatie, care
formeaza o discontinuitate Ak, numita frontul undei. Dupa perturbatie, corpul
undei se dezvolta paralel cu suprafata libera a apei, debitul corpului undei fiind
0 +AO.

Pentru unda pozitiva directa (17.7.c) si unda negativa inversa
(17.7.d), variatia de debit este pozitiva, AQ > 0, iar pentru unda pozitiva
inversa (17.7.a) si pentru unda negativa directa (17.7 b), variatia de debit este
negativa, AQ < 0.

Frontul undei se poate prezenta sub diferite forme. Daca unda este
pozitiva, h +Ah > hy, frontul undei poate fi format dintr-o sigurd unda sau

dintr-o succesiune de unde mai mici, separate sau nu, frontul undei este mai
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curand concav si rdmane stabil. Daca unda este negativa, A, + Ah <k, frontul

va lua forma unei curbe continue, este mai curand convex si devine instabil.
Dupa Chow, acest lucru poate fi explicat considerand unda ca o suma

de unde mai mici plasate una peste alta. Fiecare unda mica se deplaseaza cu

celeritatea ¢ = @ , undele mici de la partea superioard a undei au o celeritate
mai mare decit cele de la baza. In consecinti, pentru undele pozitive, undele
mici de la partea superioara a undei absorb undele mici de la baza undei,
rezultind un front de unda mai abrupt. In cazul undelor negative, undele mici
de la partea superioara a undei se deplaseaza mai repede decat cele de la baza,
rezultand o unda cu un front din ce in ce mai putin abrupt.

a) Unda pozitiva inversa b) Unda negativa directa

co [ *
Lol Ah>0 Ah<0 e C)
< | o 1
V() h, V(+) h,
h1 hZ
! Y !

stare initiala

stare initiala

Q

AQ<0

perturbatie

Q+AQ

¢) Unda pozitiva directa

Ah>0

Cy+)
-

perturbatie
Q+AQ

AQ<0

Q

d) Unda negativa inversa

V(*)
——

!

perturbatie
Q+AQ

stare initiala

Q

2Q>0

h V(+)

1
E—

Clr) ==

Ah<0

!

stare initiala

Q

2Q>0

Fig. 17.7. Tipuri de unde de translatie

perturbatie
Q+AQ

Viteza de propagare a undelor de translatie pozitive sau negative -
celeritatea, se deduce prin aplicarea ecuatiei teoremei impulsului intre doud
sectiuni situate de o parte si de alta a frontului undei. Pentru un canal de

sectiune dreptunghiulara celeritatea undelor este (fig. 17.7):

C[(i>= NE\Jgh -

1+-2

h
h

(17.71)

Semnul (-) corespunde undelor inverse, iar semnul (+) corespunde

undelor directe.
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Daca se neglijeaza termenii patratici, ec. (17.71) se poate aproxima

prin:
3 Ah
c=V, t,\gh +— — sauc=V, £, gh +— — (17.72)
h
Relatia (17.72) este valabild pentru unde de amplltudlne nu foarte
mica.
Pentru unde de amplitudine foarte mica la care Ty =y <<1, sau

h, = h = h,ecuatia (17.72) devine:

Relatia (17.73) reprezinta celeritatea undei lungi (unda de gravitatie de
adancime redusd) si de amplitudine redusa in ape cu V=0 (v. ec. 17.33)

17.7. VALURI
17.7.1. Definitii. Clasificarea valurilor

Valurile sunt forme pe care le ia suprafata apei sub actiunea
impulsurilor de presiune, datorate vantului, miscdrii navelor, seismelor etc.
Pozitia initiala orizontald a suprafetei apei este modificatd de impulsurile de
presiune. Forta gravitationala determina valurile obisnuite — gravitationale, 1ar
fortele capilare determind doar mici incretituri la suprafata apei numite valuri
de capilaritate. Forta de frecare a vantului cu suprafata apei in repaos produce
valurile de vant — valuri intretinute, acestea isi continud miscarea si dupa
incetarea actiunii vantului si se numesc valuri libere sau hula.

Suprapunerea valurilor libere cu cele intretinute determind valurile
mixte i valurile de interferenta — date de suprapunerea valurilor reflectate cu
cele incidente Tn zona constructiilor din apa.

Mareele se datoreaza fortelor de atractie ale soarelui, si In principal,
ale lunii. Ele sunt caracterizate prin flux (ridicarea nivelului) si reflux
(coborarea nivelului). Fluxul are o duratd mai mica decat refluxul. La flux,
adancimea apei creste, In consecinta creste si celeritatea. Daca fluxul patrunde
pe albia unui rau care se ingusteaza spre amonte, unda mareicd poate capata
amplitudine mare (mascaret). Exista tari In care energia mareica a fost captata
pentru producerea de energie hidroelectrica (centrala Rance - Franta).

Valurile de vant sunt cele mai frecvente; ele formeaza la viteze ale
apei de peste 1 m/s; pentru o viteza a vantului intre 0,5 si 1 m/s suprafata libera
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a apei doar se increteste. Dezvoltarea valurilor este functie de adancimea
bazinului, lungimea luciului de apa parcursa de val, de intensitatea si durata
vantului.

Elementele valului produs de vant (fig. 17.8) sunt: Ak - indlfimea
valului, masuratd pe verticala de la creastd pand la partea inferioara;
A - lungimea de unda a valului, distanta pe orizontala intre crestele a doua
valuri Invecinate; ¢ - celeritatea, viteza de propagare a crestei valului pe
orizontald; 7 - perioada valului, timpul necesar pentru parcurgerea de catre
creasta valului a lungimii de unda A, 4/4 - curbura valului; v, - viteza orbitala
de miscare a particulelor la diverse adancimi; D — fetchul valurilor, lungimea
luciului de apa supusa actiunii vantului.

Traiectorii

Ty

Fig. 17.8. Elementele valului de vant
17.7.2. Valuri marine. Actiunea valurilor asupra constructiilor

Dupa von Gerstner, studiul valurilor marine pleaca de la ipoteza ca
acestea satisfac riguros conditia de continuitate precum si condifia ca presiunea
sa fie constanta pe suprafata libera a apei.

Astfel:

a. Toate moleculele fluide descriu in planurile sectiunii drepte a
valului orbite circulare, miscandu-se cu viteza uniforma si in aceeasi perioada
de timp. Toate particulele care au centrul orbitei pe aceeasi verticala au miscari
sincrone i in concordanata de faza; vitezele sunt dirijate, la varful orbitelor, in
sensul de propagare a valului. Centrele orbitelor se afla pe suprafata apei
linigtite (initial imobile).
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b. Razele orbitelor descresc repede cu adancimea y, dupa legea
_2zy

exponentiala e #* , A fiind lungimea de unda
¢. Perioada T este data de relatia:

r= %4 (17.74)
g

iar celeritatea:

c= ‘f/l—g, (17.75)
27

T si c iau aceleasi valori ca pentru ape adanci.

d. Fiecare particula lichida este supusa in timpul miscarii la presiunea
la care era supusa in pozitia de repaus. Suprafetele de nivel sunt generate de
curbe corespunzand pozitiilor actuale ale punctelor care se gasesc, in stare de
echilibru, in acelasi plan orizontal.

e. Curbele de presiune au forma unei trohoide circulare (fig. 17.9),
care este curba descrisa de un punct interior unui cerc care se rostogoleste pe o

) A . . .
dreapta; raza cercului este 5 si punctul care descrie trohoida este la distanta
T

a de centrul sdu. Cand punctul care descrie curba este situat chiar pe
circumferinta de raza ay, trohoida este o cicloida. Intre lungimea valului / si

amplitudinea ay existd relatia, A =27 -a,, deci ¢, =./ga, .

YNNG I NN

) cloida
A
/l\ /—Linii izoba#

f Dupa Mateescu, o
relatie mai riguroasa pentru calculul valurilor de amplitudine finitd in apa
adanca este:

2 2
Y cos27r(f - ij + ECOS47Z’(£ - ij + 37 ? cos67z(£ - ij (17.76)
a A T) A A T 24 A T
iar celeritatea se exprima prin:

Fig. 17.9. Val marin trohoidal
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1/2

2
c= §4-1+(3§9j (17.77)
T

Pentru calculul energiei valurilor se pleaca fie de la teoria lui Stokes,
fie a lui Gertsner. Energia potentiala calculata intre doua creste consecutive se
poate exprima prin:

2
oyl
E, == (17.78)
iar energia totald prin:
2
a:ml[kgm} (17.79)
2 mde val

unde y reprezinta greutatea specifica a apei.

Relatia (17.79) permite evaluarea impactului valurilor asupra
constructiilor hidrotehnice. Efectul dinamic se exercitd mai mult la suprafata
apei si scade rapid cu adancimea datorita legii de repartitie a vitezei:

2y
u=ue * (17.80)

Daca se admite faptul ca presiunea hidrostatica variaza proportional cu

adancimea, atunci presiunea totala la nivelul oglinzii apei se poate scrie

p, =2y (17.81)
unde a reprezintd amplitudinea valului deasupra nivelului static (fig. 17.10),
care este in funtie de tipul marii sau oceanului (ex. Marea Mediterana
2a=5m).

Exista, deasemenea, formule semiempirice pentru calculul presiunilor
suplimentare datorate valurilor atat deasupra nivelului apei linistite cat si in
adancime.
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Fig. 17. 10. Presiunea valurilor pe ig
17.8. APLICATII

1°. Si se determine prin metoda implicitd debitele si cotele apei in trei
sectiuni (amonte, mijloc si aval) ale unui canal de sectiune trapezoidala avand
urmatoarele caracteristici: latimea la baza a canalului: » = 5,0 m, debitul in
miscare permanenti si uniformi: ¢ = 3,0 m%/s, panta longitudinali a canalului:
So = 0,001, coeficientul unghiular al taluzului: m = 1,5, coeficientul de
rugozitate dupa Strikler: £ = 40 (n = 0,025), lungimea canalului: L = 10 km,
cota fundului canalului in amonte yf; = 100 m.

Hidrograful afluent in canal este redat in tab. 17.1. si fig. 17.11,
sectiunea j = 0, si are urmitoarele caracteristici: Qmin = 5 m*/s, Omax = 7 m/s,
cu timpul de crestere a debitului #, = 3600 s dupa o lege liniara.

Rezolvare. S-au impus, pentru determinarea coeficientilor ecuatiilor

algebrice liniare (17.38) si (17.39), valorile coeficientului de pondere spatial:
¢ = 0,5, si al coeficientului de pondere temopral: 6 = 0,7.

Pentru algoritmul dublului parcurs de solutionare a ecuatiilor algebrice
liniare, conditiile limita furnizeaza fie valorile coeficientilor, £;, F', fie valorile
incrementului Ayy.

Conditia limita in amonte s-au ales de forma:

O = Q(t) dat (tab. 17.1. si fig. 17.11; sectiunea j = 0)

Se poate determina E; si F; astfel incat AQ; = Q" + At) - Oy'.
Din ecuatia (17.55) 4Q: depinde de Ay;, dar poate fi independent de Ay;
utilizand o conditie limita arbitrard. Impunand:

E;=0rezulta F; = Q(t" + A) - O".

Deci oricare ar fi valoare calculata Ay;, AQ; va fi intotdeauna egald cu valoarea
conditiei limita.
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Conditia limita in aval s-au ales astfel ca in aval sa fie un nivel impus
(in cazul de fatd am impus nivel corespunzator regimului de miscare
permanenta si uniforma). Asadar:

QN — kAN (R2/3)

5 (B 4 I+m?
AO., =0 = | =] 2. " |.A
QN Q[3 (AJN 3 PN ] \V N

In acelasi timp va exista o relatie de tipul:
AQn = Ey Ayy + Fy
si AQw si Ayy se determina prin rezolvarea sistemului:

1 QE(%}%IP_’"} oo

Ay
] _E, N

Pentru canalul de sectiune trapezoidald parametrii ce intervin in
ecuatiile liniarizate au expresiile:

B; =b, +2-m-(y_, _yﬁ);
A=y =y ) prm-(y, -y, )

Pi=b,+2- (yj yf)\/1+m2;

J

A,

R =—L;
j b
P
2
K, =k-A4-P73;
2
Sy = Q§
K

unde b este latimea la fund a canalului, B — latimea la luciul apei, m —
coeficientul unghiular al taluzului, 4 — aria sectiunii transversale,
P — perimetrul udat; R — raza hidraulica, k£ — coeficient de frecare datorat
rugozitatii (dupa Strickler), iar K — debitanta.

Pentru efectuarea automata a calculelor s-a intocmit un program de
calcul, pe baza relatiilor descrise anterior, alegand un pas de calcul temporal
At = 100 s, pasul spatial 4x =1000 m (rezultand un numar » = 11 noduri de
calcul), timpul total de calcul fiind 7,e = 10800 s.

Rezultatele sunt prezentate sub forma numerica in (tab. 17.1), iar sub
forma grafica in (fig. 17.11). si (fig. 17.12).
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Variatia debitelor si cotelor in sectiunile de calcul
Tabelul 17.1
Debit Q (mc/s) Cota (m)
Timp(s) | 3 =0]| 3 =5|3 =10 j =0 j=5| 3 =10
0 1 2 4 5 6

0 5 2,876 | 3,005 | 100,722 | 95,619 | 90,625
100 5,056 | 3,243 | 2,975 | 100,764 | 95,635 | 90,622
200 5,111 3,02 3,039 | 100,853 | 95,623 | 90,629
300 5,167 | 3,017 | 2,976 | 100,835 | 95,639 | 90,622
400 5,222 | 2,815 | 3,028 | 100,84 | 95,617 | 90,628
500 5,278 | 2,809 | 2,968 | 100,833 | 95,616 | 90,621
600 5,333 | 2,903 | 2,991 | 100,855 | 95,606 | 90,624
700 5,389 | 3,031 | 2,986 | 100,865 | 95,613 | 90,623
800 5,444 | 3,103 | 3,016 | 100,87 | 95,624 | 90,627
900 5,5 3,14 3,026 | 100,872 | 95,636 | 90,628
1000 5,556 3,16 3,027 | 100,879 | 95,642 | 90,628
1100 5,611 | 3,181 | 3,009 | 100,889 | 95,644 | 90,626
1200 5,667 3,17 2,989 | 100,895 | 95,643 | 90,624
1300 5,722 | 3,112 | 2,974 | 100,897 | 95,641 | 90,622
1400 5,778 | 3,025 | 2,969 | 100,899 | 95,636 | 90,621
1500 5,833 | 2,943 | 2,973 | 100,905 | 95,629 | 90,622
1600 5,889 | 2,879 | 2,985 | 100,913 | 95,62 90, 623
1700 5,944 | 2,823 | 3,001 | 100,919 | 95,612 | 90,625
1800 6 2,765 | 3,018 | 100,923 | 95,604 | 90,627
1900 6,056 | 2,717 | 3,031 | 100,926 | 95,598 | 90,629
2040 6,111 | 2,693 | 3,037 | 100,931 | 95,593 | 90,629
2100 6,167 2,7 3,036 | 100,938 | 95,59 90, 629
2200 6,222 | 2,728 | 3,029 | 100,943 | 95,59 90, 628
2300 6,278 | 2,771 | 3,017 | 100,947 | 95,592 | 90,627
2400 6,333 2,83 3,002 | 100,951 | 95,597 | 90,625
2500 6,389 | 2,907 | 2,985 | 100,956 | 95,604 | 90,623
2600 6,444 | 3,004 | 2,969 | 100,961 | 95,614 | 90,621
2700 6,5 3,116 | 2,956 | 100,966 | 95,625 90, 62
2800 6,556 | 3,235 | 2,949 | 100,971 | 95,637 | 90,619
2900 6,611 3,36 2,947 | 100,975 | 95,651 | 90,618
3000 6,667 | 3,491 | 2,952 | 100,98 | 95,665 | 90,619
3100 6,722 | 3,629 | 2,961 | 100,985 | 95,68 90, 62
3200 6,778 | 3,769 | 2,976 | 100,99 | 95,695 | 90,622
3300 6,833 | 3,908 | 2,995 | 100,994 | 95,71 90, 624
3400 6,889 | 4,044 | 3,016 | 100,998 | 95,724 | 90,627
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Tabelul 17.1 (continuare)

0 1 2 3 4 5 6
3500 6,944 4,178 3,037 101,003 95,738 90,629
3600 7 4,309 3,057 101,008 95,752 90,632
3700 7 4,439 3,073 101,01 95,766 90, 634
3800 7 4,558 3,087 101,012 95,778 90, 635
3900 7 4,678 3,093 101,013 95,791 90,636
4000 7 4,793 3,095 101,013 95,802 90,636
4100 7 4,906 3,09 101,013 95,814 90, 636
4200 7 5,013 3,078 101,014 95,825 90, 634
4300 7 5,113 3,06 101,014 95,835 90,632
4400 7 5,208 3,036 101,014 95,845 90,629
4500 7 5,299 3,006 101,014 95,854 90,626
4600 7 5,388 2,973 101,015 95,862 90,622
4700 7 5,475 2,939 101,015 95,871 90,617
4800 7 5,56 2,903 101,015 95,879 90,613
4900 7 5,645 2,869 101,015 95,887 90,609
5000 7 5,728 2,838 101,015 95,894 90,605
5100 7 5,811 2,811 101,015 95,902 90,602
5200 7 5,892 2,79 101,015 95,909 90,599
5300 7 5,971 2,777 101,015 95,916 90,598
5400 7 6,047 2,772 101,015 95,923 90,597
5500 7 6,121 2,777 101,015 95,93 90,598
5600 7 6,192 2,793 101,015 95,937 90, 6
5700 7 6,259 2,821 101,015 95,943 90,603
5800 7 6,323 2,86 101,015 95,949 90,608
5900 7 6,383 2,911 101,015 95,954 90,614
6000 7 6,439 2,972 101,015 95,959 90,622
6100 7 6,491 3,044 101,015 95,964 90,63
6200 7 6,539 3,126 101,015 95,969 90, 64
6300 7 6,584 3,215 101,015 95,973 90,651
6400 7 6,625 3,313 101,015 95,977 90,662
6500 7 6,663 3,416 101,015 95,981 90,674
6600 7 6,698 3,525 101,015 95,984 90, 687
6700 7 6,729 3,637 101,015 95,987 90,699
6800 7 6,758 3,753 101,015 95,99 90,712
6900 7 6,783 3,872 101,015 95,993 90,725
7000 7 6,807 3,992 101,015 95,995 90,738
7100 7 6,828 4,114 101,015 95,997 90,751
7200 7 6,847 4,236 101,015 95,999 90,764
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Tabelul 17.1 (continuare)
0 1 2 3 4 5 6

7300 7 6,864 4,358 101,015 96,001 90,777
7400 7 6,879 4,479 101,015 96,002 90,789
7500 7 6,893 4,599 101,015 96,004 90,801
7600 7 6,905 4,718 101,015 96,005 90,813
7700 7 6,916 4,835 101,015 96,006 90,824
7800 7 6,926 4,949 101,015 96,007 90,836
7900 7 6,935 5,061 101,015 96,008 90,846
8000 7 6,942 5,171 101,015 96,009 90,857
8100 7 6,949 5,277 101,015 96,009 90,867
8200 7 6,955 5,38 101,015 96,01 90,877
8300 7 6,96 5,479 101,015 96,011 90,886
8400 7 6,965 5,575 101,015 96,011 90,895
8500 7 6,969 5,667 101,015 96,012 90,903
8600 7 6,973 5,755 101,015 96,012 90,911
8700 7 6,976 5,839 101,015 96,012 90,919
8800 7 6,979 5,92 101,015 96,013 90,926
8900 7 6,982 5,996 101,015 96,013 90, 933
9000 7 6,984 6,068 101,015 96,013 90,939
9100 7 6,986 6,137 101,015 96,013 90, 945
9200 7 6,988 6,201 101,015 96,013 90,951
9300 7 6,989 6,262 101,015 96,014 90, 956
9400 7 6,991 6,319 101,015 96,014 90,961
9500 7 6,992 6,372 101,015 96,014 90, 965
9600 7 6,993 6,422 101,015 96,014 90,97
9700 7 6,994 6,469 101,015 96,014 90,974
9800 7 6,995 6,513 101,015 96,014 90,977
9900 7 6,995 6,553 101,015 96,014 90,981
10000 7 6,996 6,591 101,015 96,014 90,984
10100 7 6,997 6,626 101,015 96,014 90,987
10200 7 6,997 6,658 101,015 96,015 90,99
10300 7 6,997 6,688 101,015 96,015 90,992
10400 7 6,998 6,715 101,015 96,015 90,994
10500 7 6,998 6,741 101,015 96,015 90,997
10600 7 6,998 6,764 101,015 96,015 90,999
10700 7 6,998 6,785 101,015 96,015 91
10800 7 6,999 6,805 101,015 96,015 91,002
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Fig. 17.11. Variatia debitului in canal, Q = f{#), in sectiunile
j =0 (amonte, L=0),j =5 (L =5km)sij =10 (aval, L = 10 km)
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Fig. 17.12. Variatia cotelor suprafetelor libere ale apei, y = f{?) in sectiunile
j =0 (amonte, L=0),j =5 (L =5km)sij =10 (aval, L = 10 km)

Metoda implicitd in patru puncte implicd determinarea — prin
identificare - a coeficientilor ecuatiilor algebrice liniare (17.38) si (17.39) si
rezolvarea sistemului format din aceste ecuatii. Rezolvarea sistemului format
din ecuatiile (17.38) si (17. 39) se poate face relativ usor prin algoritmul
dublului baleiaj, insa conditiile limita trebuie liniarizate in aceeasi termeni Ay

st AQ.
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Pentru exemplul de calcul ales (care respectd ipotezele modelului
unidimensional) pentru un coeficient de pondere temporal 8 = 0,7 si un
coeficient de pondere spatial ¢ = 0,5, algoritmul numeric a fost stabil indiferent
de pasul spatial si temporal ales in calcul. De fapt pentru 8 = 0,7 algoritmul
este la limita stabil, pentru 8 < 0,67 algoritmul devine instabil numeric.

Dificultatea metodei consta in faptul ca liniarizarea ecuatiilor si a
conditiilor limitd precum si determinarea coeficientilor ecuatiilor liniarizate,
este relativ greoaie si destul de laborioasa.

2°. Si se determine prin metoda explicitd parametri hidraulici, din
1000 in 1000 m (debite, viteze, adancimi), de-a lungul unui canal de sectiune
dreptunghiulard avand urmatoarele caracteristici: latimea la baza a canalului: b
= 5,0 m, panta longitudinala a canalului: Sy = 0,001, coeficientul de rugozitate
dupa Manning n = 0,02, lungimea canalului: L = 6 km.

Hidrograful afluent in canal este redat in (fig. 17.13) si are
urmitoarele caracteristici: Omin = 8,249 m>/s, Omax = 50 m?/s, cu timpul de
crestere a debitului 7, = 1200 s, timp de descrestere t. = 3600 s, dupa o lege
liniara.

Rezolvare. Dupd metoda descrisa la pct. 17.5.3., pentru canalul de
sectiune dreptunghiulara, ecuatiile se rescriu in diferente finite astfel:
- pentru adancimi:

. YN ) o .
W= w0 V)]
- pentru viteze:

Vij+1 =é[—l—‘+(l—‘2 +4F,3)1/2]

At gAt ( / ”y/j
cu =V 4 VIV =)+ S i )+gArS}§1r Y )
|: 2Ax +I +1 0 n gAt
Conditii initiale: la (t = 0) s-a considerat migcarea permanenta si
1

uniformi, corespunzitoare debitului Qo = Omin = 8,249 m/s, V = RZ/ 3S” 2

rezultand adancimea normala 4, = 1,2 m.

Conditiile limita in amonte s-au ales de forma Q = Q(?), (fig. 17.13),
1ar in aval s-a considerat de asemenea miscare permanenta, debitul in sectiunea
aval rezultand din ecuatia de continuitate:
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J+l _ yj+1 4j+1
o/ =vrA.

1 1

Pentru efectuarea automata a calculelor s-a intocmit deasemenea un
program de calcul, pe baza relatiilor descrise anterior alegand un pas de calcul

temporal 4t = 1 s, pasul spatial Ax

100 m (rezultand un numar n = 61

sectiuni de calcul), timpul total de calcul fiind Tyee = 15000 s.
Viteza medie a apei in canal este V"= 1,3748 m/s, celeritatea undelor
de gravitatie ¢ = 3,4310 m/s, pasul temporal pentru care este asigurata
stabilitatea algoritmului fiind A#» = 10,4039 s.
Rezultatele sub forma grafica sunt prezentate in continuare (fig. 17.13

la 17.24).

0 Ei] 10000 15000
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Fig. 17.13. Conditie limita amonte.
Hidrograful afluent in canal
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Fig. 17.14. Variatia debitului in sectiunile
de calcul
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Fig. 17.15 Variatia adancimii apei in timp
in sectiunile de calcul
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Fig. 17.16. Variatia vitezei in timp
in sectiunile de calcul
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h=f(Ql); Sect. 1 . h=f{Q); Sect. 11
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Fig. 17.17 Variatia adancimii apei in
functie de debit in sectiunea 1 (L = 0)
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Fig. 17.19 Variatia adancimii apei in
functie de debit in sectiunea 21 (L = 2 km)
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Fig. 17.21. Variatia adancimii apei in

Fig. 17.18 Variatia adancimii apei in
functie de debit in sectiunea 11 (L = 1 km)
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Fig. 17.20 Variatia adancimii apei in
functie de debit in sectiunea 31 (L =3
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Fig. 17.22. Variatia adancimii apei in
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functie de debit in sectiunea 41 (L = 4 km) functie de debit in sectiunea 51 (L =5
km)

h=fQ); Sect. B1
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Fig. 17.23. Conditia limiti aval: Qij = Vij +]A,.j o Variatia adancimii apei in functie de
debit in aval (sectiunea 61; L = 6 km)
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Fig. 17.24. Variatia adancimii apei in timp si In lungul canalului

Metoda explicitd, desi permite determinarea variabilelor dependente
functie de variabilele dependente de la momentul de timp trecut, este supusa
criteriului de stabilitate.

Din acest motiv, desi atractiva din punct de vedere al programatrii,
rularea programului dureaza mult. Acest impediment poate fi surmontat prin
utilizarea unor calculatoare de mare putere.

Nu s-au observat nici un fel de fenomene de instabilitate numerica a
algoritmului (pentru pasii spatiali si temporali alesi), ceea ce recomanda
aceastd metodd pentru analiza parametrilor hidraulici in cazul miscarii
nepermanente in canale deschise.

Metodele prezentate si programele realizate pot fi utilizate, de
asemenea, in calculele de propagare ale viiturilor pe albii naturale, precum si in
analiza fenomenelor hidraulice de pe albii cu diverse constructii hidrotehnice.



